CAPITULO 9

INTRODUCCION AL ANALISIS DE LA VARIANZA

9.1 COMPARACION DE 2 POBLACIONES

9.1.1 Ejemplos

En el tema anterior se ha estudiado el problema mas sencillo de Inferencia Estadistica:
el de sacar conclusiones sobre una uUnica poblacion a partir de la informacion
contenida en una muestra extraida al azar de la misma.

El siguiente problema en complejidad seria el de la comparacion de dos
poblaciones.

En estos problemas existe una variable aleatoria, cuya distribucion se asume Normal,
que se distribuye en dos poblaciones diferentes, y se trata de estudiar, a partir de
sendas muestras obtenidas de dichas poblaciones, si existen o no diferencias entre las
medias y/o entre las varianzas de ambas poblaciones.

Ejemplo 1: En el conjunto de los jovenes universitarios valenciano se consideran las 2

poblaciones constituidas respectivamente por las chicas y por los chicos. La variable

aleatoria X a estudiar es el gasto en ocio que cada estudiante realizé el pasado fin de

semana. Se desea responder a las siguientes cuestiones:

e En promedio ¢gastaron mas los chicos, que las chicas, las chicas que los chicos, o
no hay diferencia? (Comparacion de medias)

e ;Hay mayor o menor variabilidad del gasto entre los chicos que entre las chicas?

(Comparacién de varianzas)

Ejemplo 2: En una factoria automovilistica, las suciedades que aparecen en los capés
a la salida de los hornos de secado tras la imprimacion, son un problema importante.
Alguien propone que, para reducir su numero, se levanten los capos a la entrada de
los hornos. Se plantea, en consecuencia, realizar un estudio para analizar el efecto de
la medida propuesta, comparando las dos poblaciones de capds resultantes, segun se
levanten o no los capos, a partir del analisis de dos muestras obtenidas de las mismas
mediante unas pruebas. La pregunta fundamental que se pretende contestar en el
estudio es la siguiente:

o ;Puede afirmarse que el levantar los capdés reduce el numero medios de

suciedades? Y, si es asi, ¢ en cuanto los reduce? (Comparacion de medias)

Ejemplo 3: En la fabricacion de asientos de poliuretano para automoviles, se desea
obtener asientos cuya dureza sea lo mas cercana posible al valor éptimo que es 200
Nwt. La parte esencial del proceso es la inyeccion en los moldes, mediante una
maquina, de unas determinadas cantidades de poliol y de isocianato. Las maquinas de
inyeccion pueden regularse para que den, en promedio, la dureza deseada (200 Nwt),
pero generan una determinada variabilidad en torno a ese promedio. La empresa debe
decidir entre comprar una determinada Maquina A o comprar una Maquina B mas
cara, pero cuyo fabricante pretende que genera menos variabilidad. Se plantea, en
consecuencia, realizar un estudio comparando las dos poblaciones de asientos
resultantes, segun se utilice una u otra maquina, a partir del analisis de dos muestras

110



obtenidas de las mismas mediante unas pruebas. La pregunta fundamental que se

pretende contestar en el estudio es la siguiente:

e ;Puede afirmarse que en los asientos fabricados con la Maquina B la dureza
fluctua alrededor de 200 Nwt menos que en los fabricados con la Maquina A? Y, si

es asi, ¢,cuanto menos? (Comparacion de varianzas)

Ejemplo 4: En la fabricacion de caucho SBR pueden utilizarse dos catalizadores

diferentes A y B. Se plantea un estudio realizando produciendo varios “batches” (lotes)

con cada catalizador, para ver si hay diferencias entre ellos en cuanto al rendimiento

del proceso, que se mide por el porcentaje de conversion de butadieno en caucho. Los

objetivos del estudio son contestar a las siguientes preguntas:

e ;Hay diferencia entre los rendimientos medios obtenidos con uno u otro
catalizador? (Comparacion de medias)

e ;Hay mayor o menor variabilidad del rendimiento de un batch a otro segun se
utilice uno u otro catalizador? (Comparacion de varianzas)

9.1.2 Terminologia
Vamos a introducir una terminologia que utilizaremos en todo el resto del capitulo:
Variable respuesta

Es la variable aleatoria definida en las dos poblaciones estudiadas y que constituye el
objeto de interés en el estudio. Asi, en el primer ejemplo la variable respuesta seria
“gasto en ocio de cada estudiante el pasado fin de semana”, mientras que en segundo
ejemplo seria: “numero de suciedades en cada capd”

Factor

Es aquella caracteristica de la poblacion, o del proceso que la genera, que en funcién
de como se presente define las dos poblaciones en estudio. Asi, en el primer ejemplo
el factor cuyo efecto se pretende estudiar seria el “Sexo”, mientras que en el segundo
seria la “Posicion del capé a la entrada del horno”

Variantes del Factor

Son las dos alternativas consideradas para el factor y que definen las dos poblaciones.
Asi en el primer ejemplo las alternativas serian “Chica o Chico”, mientras que en el
segundo serian “Cap6 Bajado o Capo Levantado”

Efectos del Factor

Se dice que el factor tiene “efecto sobre la media” si las medias de las dos
poblaciones son distintas. Asi, en el primer ejemplo diriamos que el Sexo tiene efecto
sobre la media del gasto en ocio si, por ejemplo, los Chicos gastan en promedio mas
que las Chicas. En el segundo ejemplo, diriamos que la Posicion del Capo tiene efecto
sobre el numero medio de suciedades si, por ejemplo, se producen menos suciedades
en promedio con el Capé Levantado que con el Capé Bajado.

Si las medias de las dos poblaciones son iguales, diremos que el factor no tiene efecto
sobre la media

Se dice que el factor tiene “efecto sobre la varianza” si las varianzas de las dos
poblaciones son diferentes. Asi, en el primer ejemplo diriamos que el Sexo tiene efecto
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sobre la varianza del gasto en ocio si, por ejemplo, hubiera mas dispersion en los
gastos de los Chicos que en los de las Chicas. A los efectos sobre la varianza se les
llama también “efectos de dispersion”

Autoevaluacion: precisar lo que serian la variable respuesta, el factor, las variantes y los
efectos en los ejemplos 3 y 4 planteados en el Apartado 9.1.1

9.2 COMPARACION DE K POBLACIONES

(Nota: Para aligerar la exposicion, en todo lo que sigue nos referiremos solo a efectos
sobre las medias, aunque podrian introducirse de una forma completamente analoga
los conceptos relativos a efectos sobre las varianzas).

Los problemas planteados en el Apartado 1 se generalizan de forma inmediata a los
casos de comparacion de K poblaciones, sin mas que considerar situaciones en los
que el Factor estudiado tiene un nimero K, mayor que 2, de variantes.

Autoevaluacion: generalizar el Ejemplo 3 a un caso de comparacién de 3 poblaciones y el
Ejemplo 4 a un caso de comparacién de 5 poblaciones.

Nota: obsérvese que aunque el numero de poblaciones K pueda ser elevado sigue
existiendo un solo Factor.

En los estudios con K poblaciones se dice que el Factor estudiado tiene efectos sobre
las medias, si la media de al menos una de las K poblaciones es diferente de las de
las restantes, o sea, si no es verdad que la K medias sean iguales.

Obsérvese que, a diferencia de lo que sucedia en el caso de 2 poblaciones, cuando se
comparan K poblaciones no basta con saber que el factor tiene efecto, sino que hay
que concretar en qué consiste dicho efecto.

Asi, al comparar dos poblaciones A y B, si hay efecto del factor quiere decir que ma #
Mg.

En cambio, en la comparacion de 3 poblaciones: A, B y C, si hay efecto del factor lo
que se puede afirmar es que no es cierto que ma = mg = mg. Esto puede producirse de
dos formas diferentes: porque una media es diferente a las otras dos, que son iguales
entre si, o porque las 3 medias son diferentes unas de otras.

(Como veremos mas adelante, al comparar 3 poblaciones el efecto del Factor tiene 2

grados de libertad, y, en general, al comparar K poblaciones el efecto del factor tiene
K-1 grados de libertad).

9.3 ESTUDIOS MULTIFACTORIALES
9.3.1 Estudio simultaneo de varios factores

En la mayor parte de los problemas reales suele haber mas de un factor que puede
afectar al resultado o resultados de interés.
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Autoevaluacion: Enunciar varios factores que pueden influir sobre el rendimiento de un proceso
quimico. Enunciar varios factores que pueden influir sobre la calidad organoléptica de una paella.

Tradicionalmente, el enfoque que suele adoptarse al abordar estos problemas consiste
en estudiar cada factor por separado, o, en contextos de experimentacion industrial,
hacer pruebas modificando cada vez un sélo factor. Ello refleja la idea, que se tiene
habitualmente, de que si se modifican muchos factores a la vez, no va a ser posible
precisar cuales de estos factores han sido los responsables de los cambios
observados en los resultados.

Sin embargo, este enfoque, pese a parecer légico a primera vista, es completamente
desaconsejable, por resultar ineficaz e ineficiente, al exigir una gran cantidad de
pruebas y no permitir estudiar las posibles interacciones (ver mas adelante) entre los
efectos de los factores.

La alternativa consiste en estudiar simultdneamente los efectos de los diferentes
factores y sus posibles interacciones mediante un estudio multifactorial.
9.3.2 Poblaciones estudiadas
Para ilustrar las ideas que se van a exponer, plantearemos como ejemplo un posible
estudio para investigar los efectos sobre el rendimiento de un proceso de obtencién de
cierto producto quimico (variable respuesta) de dos factores:
Factor 1: Tipo de catalizador utilizado, con 2 variantes Ay B
Factor 2: Temperatura en el reactor, con 3 variantes 200°C, 250°C y 300°C.
Hay que notar, en primer lugar, que en este caso se estan estudiando 6 poblaciones
distintas, resultantes de combinar las dos variantes del primer factor con las 3
variantes del segundo:
Primera poblacién:  Batches producidos usando Catalizador A a 200°C

Esta poblacién tendra una media ma 200
Segunda poblacién: Batches producidos usando Catalizador A a 250°C

Esta poblacién tendra una media ma2so

Tercera poblacién:  Batches producidos usando Catalizador A a 300°C
Esta poblacién tendra una media masoo

Cuarte poblacion: Batches producidos usando Catalizador B a 200°C
Esta poblacién tendra una media mg 200

Quinta poblacién: Batches producidos usando Catalizador B a 250°C
Esta poblacién tendra una media mg2so

Sexta poblacion: Batches producidos usando Catalizador B a 300°C
Esta poblacién tendra una media mg 300
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Temp. 200°C | Temp. 250°C | Temp. 300°C
Catalizador A Ma 200 Ma 250 Ma 300
Catalizador B Mg 200 Mg 250 Mg, 300

Tabla 9.1 Seis poblaciones consideradas en el estudio multifactorial 2 x 3

Se supondra que en las 6 poblaciones la variable estudiada se distribuye normalmente
con unas determinadas medias.

Hipoétesis Nula Global: la Hipotesis Nula Global inicial Hy es ninguno de los dos
factores tiene efecto sobre los valores medios y que, por tanto las 6 medias son
iguales: Ma200 = Mag2s0 = ... = MB300

9.3.3 Concepto de efecto simple de un factor

El efecto simple de cada factor se define sobre el promedio de las condiciones
estudiadas del otro factor.

Asi, en nuestro ejemplo, el efecto simple del factor "Catalizador" se medira por la
diferencia entre los rendimientos medios obtenidos con uno u otro catalizador, para el
promedio de las tres temperaturas estudiadas

Temp. 200°C | Temp. 250°C | Temp. 300°C
Catalizador A Ma 200 Ma 250 Ma,300 Mma.
Catalizador B
Mg 200 Mg, 250 Mg 300 Mg,
m 250 M 300
M 200
m +m +m m +m

Asi, denominado m, =

se dira que el factor Catalizador tiene un efecto simple sobre la media del rendimiento
si ma = mg. La Hipdtesis Nula relativa al efecto simple de este factor es que dicho

A,200

A,250

A,300

efecto es nulo, o sea ma. = mg

De forma analoga, el efecto simple del factor
diferencias entre los rendimientos medios obtenidos con las tres temperaturas, para el

promedio de los dos catalizadores

Temperatura

se medira por las



Asi, denominado:

_ My 55 + Mg 5y My g My 55, My 350 T Mg 3
m,y, = m,s, = m;y, =

2 2 2

se dira que el factor Temperatura tiene un efecto simple sobre la media del
rendimiento si no es cierto que m.x = M2so = M. La Hipotesis Nula relativa al efecto
simple de este factor es que dicho efecto es nulo, 0 sea m.z00 = M 250 = M 300

9.3.4 Concepto de interaccion entre dos factores

Existira una interaccion doble entre dos factores, si el efecto de uno de ellos es
diferente segun la variante considerada del otro factor.

Asi, en nuestro estudio, existiria interaccién entre los dos factores si, por ejemplo, la
diferencia de los rendimientos medios entre los dos catalizadores fuera muy marcada
si se operase a una Temperatura de 300°C, pero fuera pequefia o inexistente si la
Temperatura fuera 200°C..

De forma simétrica, existiria interaccién entre los dos factores si, por ejemplo, la
diferencia de los rendimientos medios entre una temperatura de 300°C y una
Temperatura de 200°C fuera mucho mas marcada trabajando con el Catalizador A que
con el Catalizador B.

Hay que tener en cuenta que si el efecto de un primer factor depende de la variante
considerada del segundo, también necesariamente el efecto del segundo factor
dependera de la variante considerada del primero. De hecho, ambos fendbmenos no
son mas que las dos caras de una misma moneda: la existencia de interaccion entre
los dos factores.

Nota: en estudios con mas de dos factores, puede también plantearse la existencia de
interacciones de orden superior: friples, cuadruples, etcétera... Asi, existiria una
interaccion triple entre tres factores A, B y C si, por ejemplo, hubiera una interaccion
doble entre A y B cuando C esta a nivel bajo, pero no existiera dicha interaccion A*B
cuando C esta a nivel alto. En general las interacciones de orden superior a dos se
presentan poco en la practica, siendo ademas dificiles de interpretar, por lo que no
seran consideradas en el resto de este tema.

9.4 INTRODUCCION AL ANALISIS DE LA VARIANZA
9.4.1 Introduccion

El Analisis de la Varianza (también conocida por sus siglas en inglés ANOVA) es una
técnica estadistica muy poderosa que permite estudiar desde los problemas mas
sencillos, como la comparacion de dos poblaciones, hasta los mas complicados, como
el estudio simultaneo de los efectos que un conjunto de varios factores y sus
interacciones tienen sobre una determinada variable respuesta.

Aunque en principio el ANOVA se desarroll6 como un procedimiento para estudiar

posibles efectos de los factores sobre las medias de las poblaciones implicadas, es
sencillo, mediante un procedimiento original que se desarrollara en el curso,
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generalizarlo para permitir estudiar también los posibles efectos sobre las varianzas de
dichas poblaciones.

En el Apartado 9.4.2 se da una idea intuitiva del funcionamiento del ANOVA, mientras
que en el Apartado 9.4.3 se exponen los pasos a seguir para obtener el Cuadro
Resumen del Analisis de la Varianza asi como su interpretacién general.

9.4.2 |ldea intuitiva del ANOVA

La idea basica del ANOVA consiste en descomponer la variabilidad total observada en
unos datos en una serie de términos, asociados a los efectos de cada factor estudiado
y a sus posibles interacciones, mas una parte residual con la que después se
compararan los primeros.

Con el fin de precisar estas ideas, vamos a utilizar el ejemplo sencillo que se expuso
en el Apartado 3.

Ejemplo:

Se desea estudiar los efectos que el catalizador y la temperatura tienen sobre el
rendimiento de un proceso quimico. Se van a comparar dos catalizadores (Ay B) y
tres temperaturas (200, 250 y 300). Se han realizado 2 batches (lotes) con cada una
de las 6 combinaciones posibles de catalizador y temperatura, o sea un total de 12
lotes

Veamos unos posibles resultados (rendimientos obtenidos en cada lote expresados,
por ejemplo, en Tms) en algunos casos hipotéticos extremos:

Temperatura Caso 1: los 12 valores xi han resultado
200 250 300 | identicos. {No hay variabilidad en los datos! La
Cat: A 20 20 20 variabilidad total, medida por la Suma de
20 20 20 Cuadrados Total es nula:
Cat: B 20 20 20 SCtotaI _ Z(Xijk _;)2 =0
20 20 20 ik

Consecuencia: ni el catalizador ni la
temperatura influyen en el rendimiento

Temperatura Caso 2: {Si que hay variabilidad en los datos!
200 250 300 SCyw = > (%, — X > =300
Cat: A 20 20 20 e %( v )
20 20 20 Cuando se analiza esta variabilidad (de ahi el
Cat: B 30 30 | 30 30 | 30 30 | nombre de ANOVA) se constata que se debe

exclusivamente al efecto de la catalizador
sobre la media (el B da valores sistematicamente mas altos que el A), no habiendo
ningun efecto de la temperatura.

En la tabla resumen del ANOVA se obtendria, aplicando unas férmulas que se veran
mas adelante: SCi =300 SCc= 300 SCiemp=0
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Temperatura Caso 3: la variabilidad total es ahora
200 250 300 SC,,, = Z(Xijk _;)2 =500

Cat: A 20 25 30 ik
20 25 30 Cuando se analiza esta variabilidad se

Cat: B 30 30 | 35 35 | 40 40 | constata que parte de ella se debe al efecto de

la catalizador sobre la media (el B da valores
10 unidades mas altos que el A), pero que también hay una parte debido al efecto de
la temperatura (los valores aumentan 5 unidades al pasar de 200 a 250 y otras 5
unidades al pasar de 250 a 300).

Por otra parte se constata que no hay interacciéon entre ambos factores, porque la
diferencia entre A 'y B es la misma sea cual sea la temperatura, y el efecto de
aumentar la temperatura es el mismo en ambos catalizadores.

Calculando, mediante las formulas que se veran mas adelante, las Sumas de
Cuadrados asociadas a cada efecto se obtendria:

SCtotaI=5OO SCvar= 300 SCtemp=200 SCinteraccion=0

Temperatura Caso 4: |a variabilidad total es ahora
200 | 250 | 300 | sc__-%(x,-x)=1175
Cat: A 20 25 30 o ;( )
20 25 30 Cuando se analiza esta variabilidad se
Cat: B 30 30 | 40 40 | 50 50 | constata que una parte de ella se debe al

efecto de la catalizador sobre la media (el B da
valores mas altos que el A), y otra parte se debe al efecto de la temperatura (los
valores aumentan al aumentar la temperatura).

Sin embargo, adicionalmente, se constata ademas que hay una interaccién entre
ambos factores: la diferencia entre B y A es mayor a temperatura altas que bajas, y el
efecto de aumentar la temperatura es mas marcado con el catalizador B que con el A.

Calculando, mediante las formulas que se veran mas adelante, las Sumas de
Cuadrados asociadas a cada efecto se obtendria:

SCtotaI=1 1 75 SCvar= 675 SCtemp=450 SCinteraccion=50

Temperatura Caso 5: (este caso es el Unico realista) los
200 250 300 efectos de los factores vienen parcialmente

Cat: A 19 21 | 26 24 | 28 32 | enmascarados por la variabilidad residual

Cat: B 30 31 | 39 43 | 49 52 | originada por factores no controlados.

Las parejas de lotes con idéntico catalizador y
temperatura no han resultado exactamente iguales debido al efecto de otros factores
no controlados (pureza de las materias primas, pequefa variabilidad en presiones, ...)
y, por tanto, no dan exactamente los mismos rendimientos.

La variabilidad total se debe ahora, no sélo al efecto del catalizador, la temperatura y

su interaccion, sino ademas a una variabilidad residual asociada a todos los restantes
factores no controlados que influyen sobre los rendimientos.
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Calculando, mediante las formulas que se veran mas adelante, las Sumas de
Cuadrados asociadas a cada efecto se obtendria:

SCtota|=1 261 67 SCVar= 73633 SCtemp=450. 1 7 SCinterac=50. 1 7 SCresid=25.o

Intuitivamente, la forma de estudiar si un determinado efecto simple o una interaccién
son significativos es constatando si la variabilidad explicada por dicho efecto es
significativamente mayor que la variabilidad residual.

Ello se lleva a cabo construyendo el Cuadro Resumen del Analisis de la Varianza, tal
como se expone a continuacion.

9.4.3 Cuadro resumen del Analisis de la Varianza

Los resultados de un ANOVA se sintetizan en una tabla, el Cuadro Resumen del
Analisis de la Varianza, que tiene siempre 6 columnas y una fila por cada factor y cada
posible interaccion doble, ademas de una fila para la variabilidad residual y otra para la
variabilidad total.

La primera columna de la tabla, titulada “origen de la variabilidad”, recoge las
diferentes fuentes de variabilidad, tal como se indica a continuacién para nuestro
ejemplo

Origen de la
variabilidad

CATALIZADOR

TEMPERATURA

CATAL*TEMPER

RESIDUAL

TOTAL

Sumas de Cuadrados

La segunda columna de la tabla recoge la variabilidad asociada a cada término,
cuantificada mediante sus respectivas Sumas de Cuadrados. El calculo de estas
Sumas de Cuadrados, que se lleva a cabo mediante unas férmulas que se explicaran
mas adelante, es la Unica parte laboriosa del ANOVA

En la siguiente tabla se ha rellenado ya esa segunda columna
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Origen de la Suma de
variabilidad cuadrados
CATALIZADOR 736.333
TEMPERATURA 450.167
CATAL*TEMPER 50.167
RESIDUAL 25.000
TOTAL 1261.667

Grados de libertad

Paralelamente a esta descomposicion de la SCyw €n sus componentes, se realiza una
descomposicién de los "grados de libertad" totales, que son siempre el numero de
datos menos 1 (12-1=11 en el ejemplo), en los grados de libertad asociados a cada

término.

Los grados de libertad asociados al efecto simple de un factor son siempre el nimero
de variantes del factor menos 1 (glcat=2-1=1 y glemper=3-1=2), mientras que los de una
interaccion son el producto de los grados de libertad de los factores correspondientes

(glcat*temp=1 X2=2).

Los grados de libertad residuales se obtienen por diferencia entre los totales y la suma

de los asociados a los diferentes efectos (glwesis=11-1-2-2=6)

Origen de la Suma de grados de
variabilidad cuadrados libertad
CATALIZADOR 736.333 2-1=1
TEMPERATURA 450.167 3-1=2
CATAL*TEMPER 50.167 1x2=2
RESIDUAL 25.000 11-1-2-2=6
TOTAL 1261.667 12-1=11

Cuadrados Medios

La comparacion de la "varianza" asociada a cada efecto con la varianza residual
permite estudiar si dicho efecto es o no significativo. Dichas “varianzas” se estiman
dividiendo cada Suma de Cuadrados por sus correspondientes grados de libertad,

obteniéndose unos estadisticos a los que se denomina Cuadrados Medios (El CMta,

que no es mas que la varianza de los datos, no acostumbra a calcularse).
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Origen de la Suma de grados | Cuadrado
variabilidad cuadrados de Medio
libertad
CATALIZADOR 736.333 1 736.333
TEMPERATURA 450.167 2 225.083
CATAL*TEMPER 50.167 2 25.0833
RESIDUAL 25.000 6 4.1667
TOTAL 1261.667 11
F ratios

El CM.siaual €S UNa estimacion de la o existente en las poblaciones muestreadas,
asumiendo que dichas poblaciones tienen todas la misma o? (o del promedio de dichas
varianzas en el caso de que difieran de unas poblaciones a otras).

Por otra parte, EI CM asociado a cada efecto es también una estimacién
(independiente de la anterior) de dicha o2 si dicho efecto no existe en la poblacion,
pero tiende a ser mayor que o2 en el caso de que exista un efecto real poblacional.

Por lo tanto, para ver si un efecto es significativo, hay que analizar si su CM es
significativamente mayor que el CMsaa 0, 0 que es lo mismo, si el cociente
CMetecto/ CMresiaval (al que se denomina F-ratio) es significativamente mayor que 1.

Origen de la Suma de grados | Cuadrado

variabilidad cuadrados de Medio F ratio
libertad

CATALIZADOR 736.333 1 736.333 176.72

TEMPERATURA 450.167 2 225.083 54.02

CATAL*TEMPER 50.167 2 25.0833 6.02

RESIDUAL 25.000 6 4.1667

TOTAL 1261.667 11

P-values

¢, Como se comprueba si una F-ratio es, o no, significativamente mayor que 1? Para
responder a esta pregunta hay que introducir una nueva distribucion: la F de Fisher.

Se demuestra que el cociente s:* s,> de dos estimaciones independientes de una

misma varianza (respectivamente con ns; y n, grados de libertad) sigue una
determinada distribucion estadistica denominada distribucion F de Fisher. Las
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probabilidades de esta distribucién vienen tabuladas en funciéon de sus grados de
libertad n, y n,, tal como se vera en el tema siguiente.

Si un efecto es inexistente en las poblaciones estudiadas, es decir, si la Ho asociada a
este efecto es cierta, el cociente Fraio = CMeteoto/ CMresiaual S€ distribuye como una F de
Fisher, con los correspondientes grados de libertad. Por el contrario, si existe
realmente un efecto, la Fri tendera a tomar valores mas elevados que los que cabria
esperar para una F de Fisher.

En consecuencia, para ver si el CM de un efecto es significativamente mayor que el
CMesiaua, 10 que implicaria la existencia de un efecto real a nivel poblacional, se
comprueba si la correspondiente Frio €s demasiado elevada para ser una F de Fisher
con los grados de libertad correspondientes.

Para ello se calcula (en la ultima columna) la probabilidad de que una F de Fisher, con
los grados de libertad correspondientes, tome valores tan elevados o mas como el
valor obtenido para la F.i.. Cuanto menor sea esa probabilidad, a la que se denomina
P-value, mas fuerte sera la evidencia respecto a la existencia poblacional del efecto
correspondiente.

En general se considera que un efecto es significativo (y a veces se indica con un *) si
su P-value es menor que 0.05, y que es muy significativo (y a veces se indica con dos
*) si resulta menor que 0.01

Origen de la Suma de grados | Cuadrado
variabilidad cuadrados de Medio Fratio P-value
libertad

CATALIZADOR 736.333 1 736.333 176.72 0.0000**
TEMPERATURA 450.167 2 225.083 54.02 0.0001**
CATAL*TEMPER 50.167 2 25.0833 6.02 0.0368*
RESIDUAL 25.000 6 4.1667

TOTAL 1261.667 11

Se concluye que los efectos simples de CATALIZADOR y de la TEMPERATURA son
muy significativos (p-value<0.01) y que la Interaccion CATAL*TEMP es significativa
(0.01<p-value<0.05)

9.5 LA DISTRIBUCION F

Como acabamos de indicar, el estudio de la significacién de los diferentes efectos en
un Analisis de la Varianza exige el manejo de una nueva distribucion: la distribucion F
a la que su creador, Snedecor, bautizé con este nombre en honor del estadistico
inglés R.A.Fisher.

Siendo X; y X, dos variables Gi-dos independientes con v1y v, grados de libertad, se
dice que una variable F sigue una distribucién F con v, y v, grados de libertad si:
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F=X1_/"1
X2/V2

La siguiente figura refleja la forma de la funcion de densidad de una F con 5 grados de
libertad en el numerador y 10 grados de libertad en el denominador.

Distribucién F de Fisher

0.8 F ' 1 gl

I 1 —510
|
0.4} .

-:

funcion de densidad

Como puede apreciarse la distribucion es marcadamente asimétrica, si bien el
coeficiente de asimetria decrece ligeramente a medida que aumentan los grados de
libertad del numerador y del denominador.

La media de una distribucion es cercana a 1. (Mas concretamente su valor es v./(v2-2)
para v2>2)

Autoevaluacion: Justificar intuitivamente el que la media de una distribucién F sea cercana a 1.

En general las tablas de la distribucion F son muy prolijas, por exigir tres entradas: una
para vi, otra para v; y otra para los niveles o de probabilidad. En este texto nos hemos
limitado a la sucinta tabla de la hoja siguiente, que refleja para un conjunto de valores
seleccionados de v+ y vz, los valores criticos correspondientes a unas probabilidades
de ser superados del 5% y del 1%.

Aunque la tabla sélo da probabilidades correspondientes a las colas de la derecha de
la distribucion, que son las que interesan en general en la practica, también es posible
calcular a partir de ellas probabilidades en la cola de la izquierda, sin mas que aplicar
la definicion de la variable F.

La distribucion F se utiliza en la practica con el objetivo de comparar la variabilidad
debida a diferentes fuentes. En concreto si s:?> es la varianza en una muestra de
tamario N; extraida de una poblacion normal de varianza 0+ y s,? es la varianza de
una muestra de tamafio N, extraida de una poblacion normal de varianza o0.?, y ambas
muestras son independientes,

. _sio?
$2/o?

se distribuye como una variable F de Snedecor con (Ns-1) y (N2-1) grados de libertad.
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En particular si las dos varianzas poblacionales son iguales, el cociente entre las dos
varianzas muestrales seguira una distribucion F.

Autoevaluacion: ¢;Calcular aproximadamente la probabilidad de que al extraer dos muestras de
tamario 25 de una misma poblaciéon normal, la segunda varianza muestral resulta mas del
doble que la primera?

Siguiente Capitulo

En el siguiente Capitulo se profundizara en el tema del Analisis de la Varianza
desarrollando las siguientes cuestiones:

e forma de realizar el calculo de las Sumas de Cuadrados.

e importancia del andlisis de los residuos

e analisis de las diferencias entre las diferentes variantes de un factor con mas de 2
variantes, cuando su efecto ha resultado significativo

e estudio de efectos sobre las varianzas

e Planes Factoriales Equilibrados

e interpretacion de las interacciones

Al completar este capitulo, el lector estara capacitado para llevar a cabo complicados
estudios estadisticos, en los que se aborde la investigacion de los posibles efectos
que un conjunto de factores y sus interacciones tienen sobre el valor medio y sobre la
varianza de las variables respuesta de interés.

124



