CAPITULO 11
DISENO DE EXPERIMENTOS.
PLANES 2K

11.1 INTRODUCCION

Una de las aportaciones esenciales de los modernos planteamientos de
Calidad Total, ha sido la de enfatizar la importancia esencial, para el logro de
una calidad competitiva, de las actividades que se desarrollan en las fases de
disefio de productos y de procesos. El objetivo basico de estas actividades es
el de identificar y cuantificar los efectos que los parametros de productos y
procesos tienen sobre las pautas de variabilidad de las caracteristicas de
calidad y productividad relevantes, con el fin de obtener las condiciones
operativas Optimas, o de identificar las causas de los problemas y seleccionar
la mejor alternativa para solucionarlos.

La informacion necesaria sobre los posibles efectos de los diferentes factores
no se obtiene en estos enfoques limitandose a observar pasivamente los
procesos, sino recurriendo de forma sistematica a la experimentacion, es decir
a realizar voluntariamente cambios en condiciones controladas y estudiar sus
consecuencias. En efecto, la experimentacion, que es la base de todas las
ciencias empiricas, es un procedimiento mucho mas eficaz y eficiente para
incrementar los conocimientos que la simple observacion pasiva. En el fondo
una de las ideas basicas en estos modernos planteamientos de Calidad Total,
es precisamente la de convertir los principios y técnicas del método cientifico
en una herramienta de trabajo cotidiana en la industria, sobre la que basar el
proceso de la mejora continua.

El Disefio de Experimentos, una metodologia estadistica cuyo objetivo es la
obtencion eficiente de datos altamente informativos, es la técnica basica en
estos nuevos planteamientos en la busqueda de calidad competitiva.

La primera parte del presente capitulo se dedica a introducir algunos conceptos
basicos del Disefio Estadistico de Experimentos para el estudio simultaneo de
varios factores.

En la mayor parte de los problemas reales, en efecto, son numerosos los
factores que pueden afectar a los resultados. En esta situaciones el enfoque
tradicional, consistente en ir estudiando uno a uno de forma secuencial los
efectos de cada factor, es completamente desaconsejable por ineficaz e



ineficiente, debiéndose en su lugar recurrir a las técnicas de Disefio Estadistico
de Experimentos.

Tras discutir estas ideas, se expone como es posible, utilizando la importante
propiedad de la ortogonalidad, estudiar simultaneamente varios factores sin
que sus efectos se confundan entre si, y se precisan los pasos a seguir para
disefiar y analizar un experimento.

Los Planes Factoriales Equilibrados constituyen los esquemas mas sencillos
dentro del Disefio de Experimentos. En particular los Planes 2%, en los que
todos los factores se estudian solo a dos niveles, son especialmente faciles de
disefar y analizar, siendo ampliamente utilizados en la experimentacion
industrial

El nucleo del capitulo lo constituye la exposicién detallada de diversos ejemplos
reales de planes 2, fruto de la experiencia profesional de los autores. Sobre
dicho ejemplos se introducen algunas ideas adicionales, como la realizacion de
predicciones a partir de los resultados de un experimento o la utilizacion del
Grafico de Daniel para detectar los efectos significativos en este tipo de
disefios, presentandose la operativa a seguir para realizar estos analisis
mediante Statgraphics.

La sesion de trabajos practicos se centrara en el analisis, tanto manual como
con ordenador, de los resultados de diferentes disefios reales. Su realizacion
es esencial para alcanzar un buen conocimiento de esta importantisima
herramienta estadistica.

11.2 CONCEPTOS BASICOS DE DISENO DE EXPERIMENTOS

11.2.1 Estudio simultaneo de varios factores

En la mayor parte de los problemas reales son numerosos los factores que
pueden afectar al resultado o resultados de interés

Autoevaluacion: Enunciar varios factores que pueden influir sobre el rendimiento de un
cultivo agricola. Enunciar varios factores que pueden influir sobre el rendimiento de un
proceso quimico. Enunciar varios factores que pueden influir sobre la calidad
organoléptica de una paella (esta ultima cuestion es sélo para lectores valencianos, que
son los que saben del tema)

Tradicionalmente el enfoque que suele adoptarse al abordar estos problemas
consiste en hacer pruebas modificando cada vez un sélo factor. Ello refleja la
idea, que se tiene habitualmente, de que si se modifican muchos factores a la
vez, no va a ser posible precisar cuales de estos factores han sido los
responsables de los cambios observados en los resultados.




Sin embargo, este enfoque, pese a parecer logico a primera vista, es
completamente desaconsejable, por resultar ineficaz e ineficiente. En efecto
esta forma de proceder:

- Es muy costosa (exige gran numero de pruebas).

- Las conclusiones obtenidas para cada factor tienen un campo de validez
muy restringido.

- No permite detectar la presencia de interacciones.

- En definitiva, no garantiza la obtencion de las condiciones operativas
Optimas.

Como veremos, la alternativa aconsejable es utilizar las técnicas del Disefio
Estadistico de Experimentos para el estudio simultaneo del efecto de todos los
factores de interés.

Seguidamente se precisan estas ideas

11.2.2 Enfoque tradicional "paso a paso"

Ejemplo: se trata de estudiar los efectos sobre el rendimiento en un proceso de
produccion de caucho sintético de 3 factores: A (la Temperatura en el reactor),
B (el Tiempo de Residencia) y C (el Contenido en Sdlidos del "slurry"). Cada
factor se va a estudiar a dos niveles: el tradicional (que codificaremos como -) y
otro mas alto (que codificaremos como +).

De acuerdo con el enfoque tradicional, se plantean una serie de experimentos
para investigar, de uno en uno, los efectos de modificar cada factor

Experimento 1: Para precisar el efecto de A se realizan 4 pruebas con A a nivel
- y 4 pruebas con A a nivel +. En dichas pruebas B y C se mantienen cons-
tantes a sus niveles habituales By C". Se obtiene que A* es mejor que A
Problema: ;sera también cierto que A" es mejor que A" operando en otras
condiciones de B o C? (Por ejemplo, es posible que aumentar la temperatura
sea bueno si el tiempo de residencia es bajo, pero resulte perjudicial trabajando
con mayores tiempos de residencia)

Experimento 2: Se comparan ahora los resultados medios de 4 pruebas con B
a nivel - y 4 pruebas con B a nivel +. En este segundo experimento se
mantienen constantes A (al nivel + hallado como éptimo antes) y C (a su nivel
habitual C°). Se obtiene que B* es mejor que B'.

Problema: ;sera también cierto que B* es mejor que B- operando en otras
condiciones para A o para C? )Qué pasa ahora con la conclusion obtenida
respecto a A en el Experimento 17?

Experimento 3: Se comparan 4 pruebas con C- con 4 pruebas con C7,
manteniendo constantes A y B (a los niveles A* y B* obtenidos previamente
como Optimos) Se obtiene que C* es mejor que C-.




Problema: ¢;sera también cierto que C+ es mejor que C- operando en otras
condiciones de A o B? ; Qué pasa ahora con las conclusiones obtenidas para A
y B, que lo han sido trabajando con C a nivel -?

Conclusién: las condiciones optimas son A*, B, C*

Problema: ) Sera cierto? (Quizas sea preferible, por ejemplo, A-, B*, C* que es
una posibilidad que no hemos estudiado)

(Numero de pruebas realizadas: 24! (y aun no hemos resuelto el tema)

Veamos ahora como funcionaria el enfoque alternativo, consistente en estudiar
simultaneamente los 3 factores mediante un disefio factorial equilibrado.

11.2.3 Estudio simultaneo de los 3 factores

Se realiza un unico disefio de 8 pruebas, consistentes en las 8 combinaciones
posibles de los dos niveles de los factores A, B 'y C. Como vimos en el capitulo
anterior este disefio se denomina un plan factorial equilibrado con 3 factores,
cada uno de ellos a 2 niveles (veremos en este capitulo que este tipo de diseno
también se denomina un plan 23)

Prueba A
1 -
2 +
3 -
A £

En la tabla adjunta se esquematiza el disefo realizado. Cada fila corresponde a
una prueba, y en la misma se indica el nivel - o + al que se ensaya cada factor.

Las pruebas vienen reflejadas en el denominado "orden estandar" (1% columna
con signos alternados de 1 en 1, 22 columna con signos alternados de 2 en 2y
32 columna con signos alternados de 4 en 4), aunque en la realizacion del
experimento el orden de las mismas debe sortearse al azar.

Estimacion de los efectos simples de los factores. Ortogonalidad

El efecto simple de un factor a dos niveles se estima por la diferencia entre la
media de las pruebas en que se halla a nivel + y la media de las pruebas en las
que se halla a nivel - .



Prue ba A B

AN
1
+

* Estimacion del efecto simple del factor C

Erecto, - CLHODLE)_(+@+1 @)+l 3 5
En xc. los factores A y B han influido "en promedio" igual que en xc . La
diferencia xc. - xc. refleja por tanto solo el efecto de C, promediado para las
distintas combinaciones posibles de A y B. (El efecto simple de C es

ortogonal a los efectos simples de A y de B!

* Estimacion del efecto simple del factor A

(2)+(4)+©)+6) M+@)+E+(D) _5 5
4 4

También en este caso, en la media xa, los otros factores (B y C) han estado 2
veces a nivel + y 2 veces a nivel -, y lo mismo ha pasado en la media xa_

Efecto, =

* Estimacion del efecto simple del factor B

B)+@A)+(M)+68) (N+R)+E)+6) 5 =
4 4

También en este caso en la media xs. los otros factores (A y C) han estado 2
veces a nivel + y 2 veces a nivel -, y lo mismo ha pasado en la media xs_

Efecto, =

Como hemos visto, el efecto simple de cada factor se estima para el promedio
de las condiciones estudiadas de los restantes factores.

Es posible, sin embargo, que el efecto simple de un factor (por ejemplo B) sea
diferente segun el nivel al que se halle otro (por ejemplo C), o sea que exista
interaccidn entre ambos. Vamos a ver como a partir de los 8 datos del
experimento, es también posible estimar estas interacciones dobles, sin que se
confundan entre si ni con los efectos simples.



Estimacion de las interacciones dobles

Prueba A B
1 2 =
2 + -
3 . +
(3104 (=12
A L L -—
P 2
(7)+(B) _(5)+(6)
- >

El efecto de B cuando C esta a nivel C+ puede estimarse a partir de las 4
ultimas pruebas como:

e _(D+(®)_(5)+(6)
2 2

De forma analoga, el efecto de B cuando C esta a nivel C- puede estimarse a
partir de las 4 primeras pruebas como:

@)+(4) (1+(2)
2 2

EfC/B— =

Si EFgic+ es similar a EFgc. no existira interaccion entre B y C. Se define el
efecto de interaccion BxC como la mitad de la diferencia entre Efgic. y Efgic.

Efo.c = 1(Efs/m —Efg)c )= ()+(2)+(7)+(8) - (3)+(2)+(5)+(6)
2 4 4

Resulta, por tanto, que los signos de las pruebas en el contraste que define la
interaccion BxC coinciden con los productos de los signos asociados a los
efectos de B y de C, lo que da una regla extremadamente sencilla para estimar
las interacciones en disefios a dos niveles.

Autoevaluacion: Comprobar que se llega a la misma expresion para la interaccion BxC, si
ésta se define como la mitad de la diferencia entre el efecto de C cuando B esta a nivel +
y el efecto de C cuando B esta a nivel -.

Autoevaluacion: Obtener los signos de las pruebas en las estimaciones de las
interacciones AxB y AxC. Comprobar que todas las interacciones son ortogonales entre
si y ortogonales a los efectos simples.

Es posible definir también la interaccion triple AxBxC, como la mitad de la
diferencia entre la interaccion BxC cuando A esta a nivel + y la interaccién BxC
cuando A esta a nivel -. Dicha interaccion se estima por la diferencia entre la
media de las pruebas en las que AxBxC resulta con signo + y la media de las



pruebas en las que AxBxC resulta con signo -. Analogamente se definen y
estiman interacciones de orden superior.

Autoevaluacién: comprobar la afirmacién anterior respecto a la estimaciéon de la
interaccion triple AxBxC. (Ver respuesta en el Anejo al final del Tema)

En general las interacciones de orden superior a 2 son poco importantes v,
cuando existen, resultan dificiles de interpretar, por lo que habitualmente no se
calculan.

En la siguiente figura se reflejan cuatro posibles situaciones sobre existencia e
importancia de la interaccion entre dos factores. Como se resalta en dicha
figura, una interaccion ligera puede interpretarse como una matizacién respecto
a los efectos simples, mientras que si una interaccion es muy fuerte puede
llegar a carecer de sentido el hablar de efectos simples.

Resultado Resultado
B a nivel+ Bt T
? © f Bt
i iﬁ'l‘ %;
5 B a nivel- 4 g fg‘f_
A” ¥ =
3" %— zg_
1 L | 1
~ Factor A T ~ Factor A T

A no tiene efecto
B tiene efecto
No interaccién

A tiene efecto
B tiene efecto
No interacciona

Resultado B Resuliado
+
?/% g
Bt

i
A- %t i A- i A+

. B~ 1 1B~ ] B
~ Factor A T " Factor A *
A tiene efecto Fuerte interaccion
B tiene efecto (Carece de sentido hablar de

Ligera interaccion efectos simples)

11.2.4 Terminologia del Diseio de Experimentos

Experimento: Conjunto de pruebas cuyo objetivo es obtener informacion
respecto al efecto de un conjunto de factores sobre una o mas variables
respuesta (en contextos industriales, con el fin udltimo de tomar
decisiones que permitan mejorar el producto o el proceso en estudio)

Respuestas: aquéllas variables sobre la que se quieren determinar los efectos
de los factores. En contextos industriales son aquellas caracteristicas de



calidad o productividad resultantes del producto o proceso sobre las que
se quiere incidir para mejorar.

Ejemplos: la dureza superficial en un rectificado, el rendimiento de un
cultivo o un proceso industrial, el tiempo necesario para lograr la
molienda de un producto, el consumo de energia de un proceso, el
retardo de los mensajes en un mulicomputador, etcétera...

En general interesara estudiar los efectos de los factores, tanto sobre la
media como sobre la dispersion de la variable respuesta

En un experimento puede haber mas de una respuesta de interés.

Factores controlados: aquéllos parametros o caracteristicas del producto o
proceso, para los que se prueban distintas alternativas con el fin de
estudiar como influyen sobre los resultados. Pueden ser:

Cuantitativos: Por ejemplo: Temperatura, Presion, Velocidad de giro,
Dosis de Abonado, Numero de canales virtuales, Tamafio de Memo-
ria,.... Se prueban a diferentes niveles (por ejemplo: Temperatura a
1151C, 1251Cy 1351C).

Cualitativos: Por ejemplo: Proveedor, Tipo de lubricante, Variedad, Tipo
de Procesador... Se prueban diferentes variantes cualitativamente dife-
rentes (por ejemplo: Lubricante mineral u organico; Variedad A, B o C;
Procesador Pentium o AMD).

Tratamiento: Combinacion de variantes y/o niveles de los distintos factores
que se utiliza en una determinada prueba. A cada tratamiento posible le
corresponde una poblacion estadistica sobre la que se definen las
variables respuesta.

Prueba: cada uno de los ensayos elementales del experimento. Al realizar
cada prueba se obtiene al azar un individuo de la poblacién asociada al
tratamiento correspondiente

11.2.5 Fases en el diseiio de un experimento

El disefio de un experimento industrial debe abordarse, preferiblemente, por un
equipo constituido por personas de las diferentes areas afectadas por el tema
(eventualmente con algun apoyo puntual exterior de un experto en la
metodologia estadistica)

Previa la identificacion y definicion clara de los objetivos perseguidos, hay que
abordar los siguientes aspectos:

- Definir de forma operativa la caracteristica (o caracteristicas) de calidad o
productividad sobre las que se quiere investigar los posibles efectos de los
factores (las respuestas)

- Seleccionar los factores a incluir en el experimento

- Seleccionar las variantes o niveles (cuantos y cuales) a ensayar para cada
factor



- Definir en qué va a consistir cada prueba

- Decidir el numero de pruebas a realizar y el tratamiento a aplicar en cada
una de ellas (aspecto crucial desde el punto de vista estadistico)

- Organizar todo el trabajo experimental, asignando las responsabilidades
correspondientes y precisando las necesidades de tiempo y medios

11.2.6 Analisis de los resultados de un experimento

Una vez realizado el experimento y obtenido los resultados de las pruebas, el
equipo debera proceder al analisis de los resultados obtenidos y a la obtencion
de las conclusiones que se derivan del mismo.

El analisis implica en general obtener la contestacion a las siguientes preguntas
(para cada una de las variables respuestas estudiadas):

- ¢ Qué factores tienen un efecto significativo sobre la media de la
respuesta? ¢ Qué interacciones son significativas?

- ¢ Cual es la naturaleza de los efectos significativos encontrados? ¢ Estan
justificados por nuestros conocimientos técnicos previos? ¢ Cuales serian
los niveles o variantes Optimos para los diferentes factores, en funcién de
sus efectos sobre la media de la respuesta?

- ¢ Qué respuesta media cabe predecir trabajando en las condiciones
Optimas encontradas?

- ¢ Hay efectos significativos sobre la varianza de la respuesta? ;Cual es su
naturaleza? ¢ Cual es la varianza previsible de la respuesta en funcién de
las condiciones operativas utilizadas?

- A la vista de los resultados anteriores (y teniendo en cuenta, en su caso,
los efectos detectados sobre las otras variables respuestas estudiadas):
;cual es la condicion operativa 6ptima desde el punto de vista técnico y
econdmico? ;Qué media y varianza cabe predecir para las respuestas,
trabajando en dichas condiciones?

- ¢(Es aconsejable algun experimento complementario para aclarar
cuestiones que no han quedado claras, o para profundizar en el
conocimiento de efectos especialmente importantes?

El analisis debe siempre investigar, adicionalmente, la posible existencia de
resultados anémalos, debidos por ejemplo a salidas de control durante la
experimentacion, con el fin de corregirlos o de repetir en su caso las pruebas
correspondientes.



11.3 DISENOS 2%

11.3.1 Concepto

Un Plan factorial Equilibrado en el que los K factores se estudian con sélo dos
niveles o variantes se denomina un disefio 2X. En efecto, 2 es el nimero de
tratamientos diferentes a estudiar en estos disefios, que coincidira con el
numero de pruebas si el disefio es no replicado.

Como en todo Plan Factorial Equilibrado, en los disefio 2¥ todos los efectos
posibles (efectos simples, interacciones dobles e interacciones de orden
superior) son ortogonales entre si, y pueden estimarse a partir de los datos sin
que se confundan unos con otros.

El andlisis de los resultados de un disefio 2, puede llevarse a cabo realizando
un Analisis de la Varianza, que en este caso resulta especialmente sencillo, tal
como se expone en el siguiente apartado. Alternativamente la determinacion de
los efectos significativos puede también llevarse a cabo mediante el método
grafico de Daniel, que se explica en el apartado 11.3.5.

El estudio de los planes 2%, lo vamos a llevar a cabo fundamentalmente
mediante el analisis de algunos ejemplos reales’.

11.3.2 Anova en disefios 2X

En un disefio 2 con r replicaciones, la variabilidad total de los rx2X datos,
medida por su SCww con rx2X - 1 grados de libertad, puede en principio
descomponerse en los siguientes términos en el Anova:

K efectos simples, cada uno de ellos con 2-1 =1 g.l.

K
(2] interacciones dobles, cada una con 1x1 =1 g.l.

K
( j interacciones triples, cada una con 1x1x1 =1 g.l.

K
(Kj =1 interaccion de orden K con 1x1x...x1 =1 g.l.

En la practica, sin embargo, rara vez se calculan y estudian las interacciones
de orden superior a 2

' Los ejemplos analizados en estos capitulos son en su mayor parte fruto de la experiencia
profesional de los autores. Por razones de confidencialidad, se omitiran algunos detalles de los
mismos, que no son relevantes a los efectos didacticos perseguidos en este texto



En el caso de factores a dos niveles, la Suma de Cuadrados de un efecto (sea
simple o interaccion) puede obtenerse facilmente a partir de la expresion (que
es equivalente en estos casos a las generales vistas en el capitulo anterior):

(o)
sC.. - wEfectoz

Efecto

donde cada efecto se obtiene, segun hemos visto, por la diferencia entre la
media de las pruebas asociadas a signos + en la columna del efecto y la media
de las pruebas asociadas a signos - en dicha columna.

La Suma de Cuadrados Residual se calcula, como de costumbre, por diferencia
respecto a la total, al igual que sus grados de libertad.

Nota importante: en los planes 2" no replicados y con valores pequefios de K
(K < 4), los grados de libertad residuales pueden resultar reducidos (de hecho,
si se calculasen las interacciones de todos los érdenes posibles, serian cero)
Ello se traduce en analisis poco potentes, en los que no se detectan como
significativos efectos que pueden ser importantes. Para obviar este problema,
se acostumbra a acumular en el residuo las SC y los g.l. de aquellos efectos
que resulten pequefios (por ejemplo, con Fri, menores que 2), especialmente
si corresponden a interacciones. Se recomienda al respecto, que los gl.s sean
del orden de 10 o mayores, y, en cualquier caso, los gl..s deberian ser al menos
4, pues en caso contrario la potencia resultante seria muy pequefia.

11.3.3 Ejemplo de un plan 2° no replicado (Este ejemplo no se vera en el
curso de Alcoi)

Disefo del experimento

El objetivo del experimento era cuantificar el efecto que los espesores de las
capas de electrocoat (EC), primer (PR) y esmalte (ES) con que se pintan los
coches, tienen sobre la resistencia antipiedra (resistencia a la erosion por roce
o "Stone Chipping") de las planchas pintadas.

Se ensayaron dos niveles (que codificamos como - y +) para cada factor,
realizandose un disefio 2° cuyos resultados se recogen en la tabla adjunta.
Dichos resultados miden el "Stone Chipping" en un escala de 0 a 20, en la que
valores los bajos indican buena resistencia antipiedra.

| Panel EC PR




La tabla anterior indica, por ejemplo, que en el panel 4 se tenian espesores
altos de EC y PR y espesores bajos de ES y que el ensayo de Stone Chipping
en dicho panel arroj6 un resultado de 6 en la escala normalizada
correspondiente.

Sobre este ejemplo sencillo se van a concretar numéricamente los conceptos
expuestos respecto al calculo de efectos simples e interacciones, asi como
sobre la obtencion de la Tabla Resumen del Anova vy la interpretacion de sus
resultados. También se expondra como es posible, una vez deducidas las
condiciones operativas Optimas, calcular una prediccion del valor medio que
cabe esperar para la variable respuesta trabajando en dichas condiciones
operativas.

Estimacion de los efectos simples

Segun se ha expuesto, el efecto simple de un factor se estima por la diferencia
entre los resultados promedios obtenidos cuando el factor esta al nivel +
frente a los resultados promedios cuando el factor esta a nivel -.

Efecto del espesor de Electrocoat:

_10+6+4+2 14+8+12+6 _
4 4

EC -4.5

Por lo tanto, aumentar el espesor de EC del nivel - al nivel + mejora la
resistencia antipiedra (reduce el Stone Chipping) en 4.5 puntos, para el
promedio de las condiciones ensayadas en los otros dos factores

Efecto del espesor del Primer:

_8+6+6+2 14+10+12+4 _
4 4

PR -4.5

Por lo tanto, aumentar el espesor del primer del nivel - al nivel + mejora la
resistencia antipiedra también en 4.5 puntos, para el promedio de las
condiciones ensayadas en los otros dos factores

Efecto del espesor del esmalte:

_12+4+6+2 14+10+8+6 _
4 4

ES -3.5

Por lo tanto, aumentar el espesor del esmalte del nivel - al nivel + mejora la
resistencia antipiedra en 3.5 puntos, para el promedio de las condiciones
ensayadas en los otros dos factores

Como ya se ha discutido, las estimaciones de estos tres efectos simples son
ortogonales entre si



Para analizar si los efectos de aumentar los espesores de cada una de las tres
capas consideradas dependen, o no, del espesor de las otras dos capas, hay
que proceder a estimar las interacciones dobles.

Estimacion de las interacciones

Panel EC PR ECxPR

- Interaccién EC*PR ! ; ; *
2 + - -
. . . 3 - + -

Es la mitad de la diferencia entre el efecto del EC
. . 4 + + +
cuando el PR esta a nivel + y el efecto del EC = — — -
cuando el PR esta a nivel -. 5 T = =
7 - + -
8 + + +

EC*PR:1{((4%(8)_(3)+(7)J_((2)+(6)_(1)+(3)ﬂ
2 2 2 2 2

efecto EC con PR + efecto EC con PR -

(1)+(4)+(5)+(8) (2)+(3)+(6)+(7)

4 4
(El signo de cada prueba en el calculo del efecto de ECxPR es el producto de
los signos de los efectos de EC por PR!

EC+PR =

14+6+12+2 10+8+4+6 _
4 4

EC*PR = 1.5

- Interaccion EC*ES

(M+@)+(6)+(8) (2)+(4)+(5)+(7)

De la misma forma: EC+ES= 2 2 =-1.5
- Interaccion PR*ES
Analogamente: pregs = N2 +(N+®)_()+(#)+(5)+€) _ 4

4 4

También seria posible definir una interaccion triple entre los 3 factores como
(por ejemplo) la mitad de la diferencia entre la interaccion doble AxB cuando C
es C+ y la interaccion doble AxB cuando C es C-. Los signos asociados a esta
interaccion AxBxC resultan ser los productos de los correspondientes a los 3
efectos A, B y C. Las interacciones triples, o de orden superior, no suelen
estudiarse en la practica, y no se calcularan en este ejemplo.

Analisis de la Varianza

Con el fin de precisar qué efectos son estadisticamente significativos se recurre
a la técnica del ANOVA

En el ejemplo, si se prescinde de la interaccién triple, se tendra:

SCrota=SCectSCpr+SCes+SCercprtSCecestSCrrestSChres



Los grados de libertad correspondientes son:

SCTCtal = SCEC + SCPR + SCES + SCEC*PR + SCEC*ES + SCPR*ES SCR@S
7 1 1 1 1 1 1 1
N1 de N1 de variantes Producto Diferencia
datos- FACTOR - 1 gles x glss 7 - 6 =1
1 (2 -1 =1) (1 x 1 =1)
(8-
1=7)

La SC. Se calcula como de costumbre:

2
3C 62

= (142 +102 +.. +22)—?_115 5

total —

La SC asociada a cada efecto, de acuerdo con la férmula vista en 11.3.2, viene
dada por SCerecto = N°datosxEfecto?/4 = 2xEfecto?

SCEC = 2X(-4.5)2
SCer = 2x(-4.5)? = 40 5
SCES = 2X(-3.5)2 24 5
SCEC*PR= 2X(1 5)2

SCEC*E3= 2X(-1 5)2 = 45
SCPR*ES= 2X(05)2 =

Suma = 115.0
La SC..sis S€ Obtiene por diferencia:
SCresia = SCiotal - (SCEC +...+SCPRxEs) =115.5-115.0=0.5

Nota: realmente la SCsiq corresponderia en este caso a la SC de la interaccién
triple EC*PR*ES. En los disefios factoriales no replicados la SC,.sqs se estima
siempre a partir de las SC que corresponderian a interacciones de orden
elevado, que se considera que es poco probable que existan realmente a nivel
poblacional.

El cuadro resumen inicial del Anova seria, por tanto, el siguiente:

MAIN EFFECTS

A:EC 40.5 1 40.5 81.00 0.0704
B:PRIMER 40.5 1 40.5 81.00 0.0704
C:ESMALTE 24.5 1 24.5 49.00 0.0903
INTERACTIONS

AB 4.5 1 4.5 9.00 0.2048
AC 4.5 1 4.5 9.00 0.2048
BC 0.5 1 0.5 1.00 0.5000

RESIDUAL 0.5 1 0.5



TOTAL (CORRECTED) 115.5 7

Puede apreciarse que, pese a los elevados valores obtenidos para las Fato,
ninguna de ellas resulta significativa (para o=0.05), debido a que sdélo hay un
grado de libertad residual.

Como se ha sefalado, es aconsejable tener un minimo de 4 grados de libertad
residuales, puesto que si este numero es menor la potencia estadistica del test
F es muy baja. Para conseguirlo, lo mas aconsejable es agrupar en la SCesig
las SC correspondientes a las interacciones dobles, dados que los CM
correspondientes son sensiblemente inferiores a los de los efectos simples.
(Esta forma de operar es equivalente a asumir que los efectos correspon-
dientes son nulos a nivel poblacional).

Tras realizar esta operacion se obtiene la siguiente tabla

- Cuadro resumen del ANOVA (simplificado) -

MAIN EFFECTS

A:EC 40.5 1 40.5 16.20 0.0158
B:PRIMER 40.5 1 40.5 16.20 0.0158
C:ESMALTE 24.5 1 24.5 9.80 0.0352
RESIDUAL 10.0 4 2.5

TOTAL (CORRECTED) 115.5 7

Los tres efectos simples resultan significativos (para «=0.05) por ser su Faio
superior al valor en tablas de F14(0.05) = 7.71, (lo que se comprueba también
por tener unos p-values inferiores a 0,05)

Mediante Statgraphics pueden obtenerse ademas los graficos LSD de compa-
racion de medias para los tres factores (qQue en este caso resultan innecesarios
puesto que si el efecto de un factor es significativo y el factor sélo tiene dos
niveles es seguro que la diferencia entre ambos es significativa), asi como los
valores de dichas medias.

Stnd Lower Upper
Level Count Mean Error Limit Limit
GRAND MEAN 8 7.75
EC
-1 4 10.0 0.790569 7.80502 12.195
1 4 5.5 0.790569 3.30502 7.69498
PRIMER
-1 4 10.0 0.790569 7.80502 12.195
1 4 5.5 0.790569 3.30502 7.69498
ESMALTE
-1 4 9.5 0.790569 7.30502 11.695
1 4 6.0 0.790569 3.80502 8.19498

Predicciones vy residuos

Predicciones: A partir de los resultados del experimento, es posible también
obtener cual es el valor promedio previsible del Stone Chipping en unas



condiciones operativas concretas. Especial importancia practica tiene la
prediccion correspondiente a la condicion operativa 6ptima, que en el ejemplo,
y dado que los 3 efectos de EC, PR y ES son favorables (el Stone Chipping
mejora en promedio al pasar del nivel - al nivel + en los 3 casos), resulta ser
EC+ PR+ ES+.

La prediccién del valor medio se obtiene simplemente adicionando al
promedio general del experimento los efectos estimados de los factores
significativos cuando se hallan a los niveles 6ptimos propuestos. El
efecto estimado de un nivel de un factor es la diferencia entre la media
obtenida a dicho nivel y la media general

Media General............. 7.75
Efecto EC+ (5.5-7.75)..... -2.25
Efecto PR+ (5.5-7.75)..... -2.25
Efecto ES+ (6-7.75)....... -1.75

Media Prevista EC*PR*ES*.. 1.50

Como vemos, en los Planes 2X, el efecto de una variante de un factor que hay
que adicionar a la media general para obtener la prediccion es la mitad del
efecto del factor, puesto que la diferencia entre un nivel y la media sera
siempre la mitad de la diferencia entre los dos niveles.

(Nota: es legitimo asumir que el efecto conjunto de los tres factores es la suma
de sus efectos simples dado que hemos visto previamente que sus
interacciones no son significativas)

Residuos: La diferencia entre el resultado real observado en la prueba
realizada con EC'PR'ES® y la media prevista para este tratamiento es el
residuo estimado para esta observacion (2-1.50 = 0.50).

El Statgraphics permite obtener mediante las representaciones graficas de los
residuos estimados para las observaciones, en funcién de las variantes de los
diferentes factores o del valor previsto para cada observacion. Adicionalmente
estos residuos pueden salvarse, si se desea, en el fichero de datos. Si se
constatase un valor excepcionalmente elevado para algun residuo, deberia
analizarse la observacion correspondiente para ver si se hubiera producido
alguna anomalia.

Si el numero de grados de libertad residuales no es muy reducido, puede
estudiarse de forma aproximada la posible existencia de efectos de los factores
sobre la varianza de la variable respuesta, realizando un Anova sobre el
cuadrado de los residuos tal como se expuso en el anterior capitulo.



11.3.4 Ejemplo de un disefio 2?2 replicado

Problema a estudiar

En el proceso de fabricacion de polietileno de alta densidad (PEAD), el
polimero en copo obtenido en el reactor pasa por una fase final de extrusion,
que se aprovecha para incorporarle ciertos aditivos, especialmente
antioxidantes. La aditivacién se lleva a cabo preparando una mezcla "master"
de una pequefa parte del polimero con el aditivo, que luego se incorpora al
grueso del polimero en el extrusor.

En una factoria, debido entre otros causas a la formacion de grumos y
centrifugado del aditivo en la preparacion de la mezcla "master", habia
problemas en conseguir los niveles de aditivacién especificados, obteniéndose
valores medios bajos y elevada dispersion.

Se decidié llevar a cabo un pequefio experimento para intentar resolver el
problema, que estaba convirtiendo la aditivacion en el cuello de botella de todo
un proceso muy complejo.

Diseno del experimento

La variable respuesta a estudiar era la concentracion de aditivo en el polimero
extrusionado, deseandose garantizar un minimo de 18 por mil, con una
probabilidad superior al 99%.

Se decidié hacer un primer experimento muy sencillo analizandose sélo dos
factores del proceso de preparacion de la mezcla "master":

- Velocidad de giro en la agitacion: a dos niveles 600 rpm y 1000 rpm
- Tiempo de agitacion: a dos niveles 3 minutos y 6 minutos

Dado que un plan 22 sin replicaciones conduciria a un nimero muy reducido de
grados de libertad residuales, se decidio replicar 3 veces cada una de las 2x2 =
4 condiciones operativas posibles.

Los niveles ensayados para los dos factores y los resultados obtenidos,
expresados en tanto por mil de aditivo incorporado al polimero, se recogen en
la tabla siguiente, junto con los valores medios calculados para cada uno de los
cuatro tratamientos.

Tiempo
3 6'
Velocidad 600 rpm 17.2 16.4
17.0 16.8

17.1 x =171 15.6 x =16.267



1000 rpm 18.7 19.4
19.0 17.7

18.6 x = 18.767 17.4 x =18.167

Estudio de efectos sobre la media

Los Efectos pueden calcularse a partir de los resultados individuales o, de
forma equivalente pero mas comoda, a partir de las medias de cada casilla

18.767+18.167 17.1+16.267

Efecto Velocidad = > =1.7835
Efecto Tiempo 16.267;18.167 B 171 +;8.767 _ _0.7165
Efecto Veloc * Tiempo = 17.1+;8.167 _ 16.267;18.767 01165

Las Sumas de Cuadrados correspondientes se obtienen a partir de los efectos
por la formula vista: SCercto = N1datosxEfecto?/4

12

SC,, =—1.7835% =9.54
SC,.. :%0.71652 ~1.54
SC,uiem = %0.1 165% =0.04

La Suma de Cuadrados Total se calcula a partir de los datos individuales de la
forma habitual:

SCota = (17.22 +..+ 17.4%) - (17.2 +..+ 17.4)%/12 = 14.30
La SC.sia Se calcula, como siempre, por diferencia:
SCresi=14.30-9.54 - 1.54-0.04 = 3.18

La tabla resumen del Anova, obtenida mediante el Statgraphics, resulta por
tanto la siguiente

MAIN EFFECTS

A:Velocidad 9.54083 1 9.54083 24.00 0.0012
B:Tiempo 1.54083 1 1.54083 3.88 0.0845
INTERACTIONS

AB 0.0408333 1 0.0408333 0.10 0.7568
RESIDUAL 3.18 8 0.3975

TOTAL (CORRECTED) 14.3025 11



Como se aprecia el efecto de la Velocidad resulta claramente significativo,
mientras que el de Tiempo es casi significativo para a=0.05 (p-value=0.084).
No existe por otra parte ninguna evidencia de existencia de interaccion entre
ambos factores.

La interpretacion de la naturaleza de los dos efectos simples puede
completarse obteniendo los correspondientes graficos de intervalos LSD y los
valores de las medias.

Means and 95.0 Percent LSD Intervals Means and 95.0 Percent LSD Intervals
19F 3 184 F 3
185 I 3 18 I R
g 18 ] g 1761 1
= 175F 1 = 1721 I 1
2 wt I E 2Q st —
165 - 1 16.4 |- 4
16E = 16k g
600 1000 3 6
Velocidad Tiempo
Stnd Lower Upper
Level Count Mean Error Limit Limit
GRAND MEAN 12 17.575
Velocidad
600 6 16.6833 0.244223 16.1309 17.2358
1000 6 18.4667 0.244223 17.9142 19.0191
Tiempo
3 6 17.9333 0.244223 17.3809 18.4858
6 6 17.2167 0.244223 16.6642 17.7691

- Efecto del factor Velocidad de giro:

Se constata que al aumentar la velocidad de agitacion aumenta en promedio la
cantidad de aditivo que se incorpora al polimero.

El valor medio obtenido en las 12 pruebas del experimento es
(16.683+18.467)/2 = 17.575 por mil. Trabajando a 1000 rpm se incorpora en
promedio un 0.89 por mil de aditivo mas que trabajando en las condiciones
promedias del experimento.

- Efecto del factor Tiempo

Dado que el efecto es casi significativo resulta razonable analizar su naturaleza
y tenerlo en cuenta en la decision final a adoptar.

Al aumentar el tiempo de agitacion de la mezcla disminuye en promedio la
cantidad de aditivo que posteriormente se incorpora. La explicacién técnica de
este resultado, que puede resultar sorprendente a primera vista, radica en que
con un excesivo tiempo de agitacién se produce una centrifugacién parcial del
aditivo que queda retenido formando grumos en las paredes de la vasija.

Operando con Tiempo a nivel - (3 minutos) se incorpora en promedio 0.358 por
mil de aditivo mas que operando en las condiciones promedias del
experimento.



La no existencia de interaccion se confirma claramente en el siguiente grafico,
que muestra que las rectas que definen el efecto de la velocidad para
Tiempo=3'y para Tiempo=6' son practicamente paralelas

Interaction Plot
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Media prevista en la condicién operativa éptima

Media del experimento..... 17.575

Efecto de RPM(+)............ 0.892
Efecto de TIEMPO(-)....... 0.358

Prediccion Media............. 18.825

Autoevaluacién: ) Garantizan las condiciones operativas propuestas el objetivo
persequido de superar un contenido del 18 por mil de aditivo con una probabilidad del
99%7? ) Qué otro dato es necesario para poder responder a esta pregunta?

En principio la varianza en las poblaciones investigadas puede estimarse por el
CM.sia Obtenido en la tabla del Anova, lo que conduciria a un valor de ¢ =
1/0.3975 0.63. Sin embargo, antes de aceptar como valido este valor, que
como se ha indicado es una estimaciéon de la ¢* promedio existente en las 4
poblaciones estudiadas, hay que estudiar si no existen diferencias entre las
mismas, es decir, hay que analizar si alguno de los factores tiene un efecto
significativo sobre la varianza de la variable.

Estudio de efectos sobre la varianza

El siguiente grafico, obtenido mediante Statgraphics, de los residuos en funcién
del nivel del factor Tiempo, parece indicar que este factor tiene un efecto
importante sobre la varianza del proceso
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Ya se ha sefalado que una forma sencilla de estudiar posibles efectos sobre la
varianza, consiste en llevar a cabo un nuevo Anova utilizando como variable
respuesta el cuadrado de los residuos obtenidos en el primer Anova.

La tabla resumen del Anova sobre los cuadrados de los residuos se recoge a
continuacion, y pone de manifiesto que el factor Tiempo tiene un efecto
significativo sobre la varianza de la variable estudiada.

Analysis of Variance for RESIDUALS"2

MAIN EFFECTS

A:Velocidad 0.225957 1 0.225957 1.81 0.2149
B:Tiempo 0.733422 1 0.733422 5.89 0.0414
INTERACTIONS

AB 0.190846 1 0.190846 1.53 0.2509
RESIDUAL 0.996454 8 0.124557

TOTAL (CORRECTED) 2.14668 11

La tabla de medias de este nuevo Anova indica que al aumentar el valor del
factor Tiempo se incrementa la media de los cuadrados de los residuos vy, por
tanto, la varianza de la variable. (Este resultado es légico dado el caracter
erratico del proceso de centrifugacion del aditivo y formaciéon de grumos, que
se produce al aumentar el tiempo de agitacion)

Stnd Lower Upper
Level Count Mean Error Limit Limit
GRAND MEAN 12 0.264999
Tiempo
3 6 0.0177778 0.153474 -0.324185 0.35974
6 6 0.512221 0.153474 0.170259 0.854183

La prediccion de la varianza prevista en la condicion operativa propuesta puede
llevarse a cabo en principio mediante un procedimiento analogo al utilizado
para predecir la media, pero basandose en los resultados del nuevo ANOVA,
explotando la idea de que la varianza puede estimarse por el valor medio de los
Residuos?.

Media general de Residuos?........ 0.2650

Efecto de TIEMPO-..................... -0.2472



Media Prevista de Residuos?...... 0.0178

Dado que realmente la 62 no se estima por la media de los Residuos?, sino por
el cociente de la suma de Residuos? dividida por los grados de libertad
residuales, conviene corregir esta estimacion multiplicandola por el numero de
datos del experimento y dividiéndola por los grados de libertad residuales del
Anova del que se obtuvieron los residuos:

s?(corregida) = 0.0178x12/8 =0.0267 = s = +/0.0267 =0.163

Por tanto en las condiciones operativas Optimas deducidas del experimento
(Velocidad=1000 rpm y Tiempo=3"' ) la probabilidad de que el aditivo
incorporado supere el 18 por mil sera (asumiendo la normalidad de la variable
respuesta y no considerando la posible imprecision de las predicciones)

P(N[18.825,0.163]>18) = P(N[0,1]>(18-18.825)/0.163 = -5.1)

que es practicamente igual a 1.

11.3.5 Grafico de Daniel

La utilizacion de la técnica del Anova en el analisis de disefios 2X no replicados
obliga, con el fin de poder estimar el CMsiq, @ asumir que las interacciones de
orden elevado (en general las de orden superior a dos) son inexistentes. En
efecto son las SC y los g.I de estas interacciones, las que se acumulan para
obtener dicho CMesi¢

Autoevaluacion: El procedimiento anterior es en general razonable, dado que existe
mucha evidencia empirica que apoya la afirmacién de que en experimentos reales rara
vez se presentan estas interacciones de orden elevado. Sin embargo )qué dos
problemas puede plantear esta forma de operar en el caso de que exista alguna
interaccién importante de orden elevado?

Un método sencillo y eficaz, que puede utilizarse como alternativa al Anova
para analizar planes 2* no replicados (y que también puede utilizarse para
analizar las fracciones 2P que se estudiaran en el capitulo siguiente) es el
Grafico de Daniel.

En un plan 2* es posible calcular a partir de los datos 2" efectos (Por ejemplo:
en un 2* pueden calcularse 4 efectos simples, 6 interacciones dobles, 4 triples y
1 cuadruple = 15 efectos)

Si no existiesen efectos reales a nivel poblacional, los efectos estimados
diferirian de cero solo por azar, fluctuando alrededor de dicho valor con una &2
que sera la misma para todos ellos (por tratarse en todos los casos de
diferencias de dos medias de 2*' datos). Los 15 efectos estimados (en el
caso de un plan 2*) serian por tanto 15 valores al azar de una variable normal
de media cero. En consecuencia (deben caer aproximadamente en una



linea recta al representarlos en papel probabilistico normal! (Recta que
pasara aproximadamente por el punto 0, 50%, por tratarse de datos de una
normal de media cero)

Los efectos significativos se detectaran porque se apartan de la recta que
definen los no significativos, bien por la zona superior derecha (efectos
positivos) ¢ inferior izquierda (efectos negativos), tal como se refleja en la
siguiente figura.

Normal Probability Plot
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La forma de operar consiste, por tanto en calcular los 21 efectos posibles,
representarlos en papel probabilistico normal, trazar la recta que
aproximadamente definen los efectos pequefios (cercanos a cero) y ver qué
efectos de los grandes (en valor absoluto) se apartan claramente de la recta,
sea por la esquina superior derecha o por la inferior izquierda

Autoevaluacion: ) Te parece que considerar significativos los efectos que se apartan
"claramente" de una recta trazada a ojo es un procedimiento poco riguroso y muy
subjetivo? ) Opinas que, por el contrario, es mucho mas objetivo considerar significativos
los efectos cuyo p-value es menor que 0.05? () Y por qué no menor que 0.06?)

La opcion special ... Experimental Design de Statgraphics permite crear y
analizar disefios con factores a dos niveles (tanto 2X como las fracciones
factoriales 2" que se estudian en el siguiente capitulo), dando la posibilidad de
obtener el grafico de Daniel de los efectos estimados.

Nota técnica: una alternativa al grafico de Daniel, que presenta alguna ventaja sobre éste, es la
representacion del valor absoluto de los efectos en papel "semi-normal" (half-normal plot), en
el que la escala de las ordenadas se basa en la distribucidon del valor absoluto de una normal
de media cero. En esta representacion, que también puede obtenerse mediante Statgraphics,
los efectos no significativos son los mas cercanos al origen, definiendo una recta que pasa por
éste, mientras que los significativos se situan a la derecha y debajo de dicha recta.

Ejemplo de aplicacion del Grafico de Daniel



El siguiente cuadro recoge, en el orden estandar, los resultados de un
experimento disefiado como un plan 2%, realizado para aumentar el rendimiento
de un proceso quimico de obtencion de cierto producto. Los factores
estudiados, todos ellos a dos niveles, fueron:

A : Concentracion de un monémero B : Temperatura en el reactor
C : Tiempo de Residencia D : Inyeccién de agua
E : Tamano de particula

-Resultados de un experimento 2°en un proceso quimico-
A B C D

Seguidamente se recogen los valores obtenidos en la estimacion de la media y
de los 31 efectos posibles (5 simples, 10 interacciones dobles, 10 triples, 5
cuadruples y una quintuple), y la representacion de dichos efectos en papel
probabilistico normal (Grafico de Daniel)

average 28.4281
A:Factor A = -1.15625

B:Factor B = 3.14375
C:Factor C = 11.3563

D: Factor_ D = -4.24375
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Se aprecia claramente que los efectos significativos corresponden a cuatro

efectos simples: B (positivo), C positivo), D (negativo) y E (positivo), y a la

interaccion doble CxD (negativa)

La condicidbn operativa O6ptima, dado que el objetivo es maximizar el
rendimiento medio, sera por tanto: B*C'D'E'. Obsérvese que en estas
condiciones, no sélo todos los efectos simples estan al nivel deseado, sino que
también la interaccion doble CxD resulta al nivel -, que es el deseado, por ser
dicho efecto negativo.

Para obtener el rendimiento medio previsible en la condicion 6éptima
aplicaremos el procedimiento expuesto en los apartados anteriores, teniendo
en cuenta que el efecto estimado de una variante de un factor (diferencia entre
la media de dicha variante y la media general) no es mas que la mitad del
efecto del factor (diferencia entre la media del nivel + y la del nivel -) y
aplicando los signos adecuados en funcion del nivel seleccionado del factor.

Autoevaluacion: comprobar que si A y B estan a dos niveles, la media prevista para la
combinacion A*B* puede obtenerse adicionando a la media general la mitad de los
efectos estimados de A, B y de la interaccion AxB. (Ver respuesta en el Anegjo al final del
Tema)

Asi, dado que el efecto de D es negativo, su nivel 6ptimo sera D" y el efecto
estimado de este nivel sera positivo: -(-4.24)/2 = +2.12

Por otra parte dado que C va a estar a nivel + y D a nivel -, la interaccion CxD
estara a nivel (+)x(-) = - .Como el efecto estimado de dicha interaccidén es
negativo, al actuar al nivel - de la interaccion habra que adicionar el valor
absoluto de dicho efecto: -(-2.82)/2 = +1.41

Nota: pueden presentarse en ciertos casos situaciones de duda respecto a cual es la condiciéon
optima, cuando los niveles 6ptimos de dos factores (en funciéon del signo de sus efectos
simples) no coincidan con los que serian 6ptimos desde el punto de vista del signo de su
interaccién. Si no es evidente a partir de los valores numéricos cual es la condicién 6ptima,
habra que calcular la prediccion para las distintas combinaciones posibles y seleccionar la
correspondiente al mejor resultado.

Media del experimento 284
Efecto de B* (3.14/2) 1.6
Efecto de C* (11.35/2) 5.7
Efecto de D™ (4.24/2) 2.1

Efecto de E* (16.21/2) 8.1



Efecto de (C*D) (2.82/2) 1.4

Rendimiento Medio Previsto
para la condicion A'B*C*Dr 47.3

Si se desea estimar la varianza previsible alrededor de esta media, habra que
realizar un Anova, incluyendo solo los efectos que han resultado significativos,
para obtener el CMesig

MAIN EFFECTS

A:temperatura 83.04 1 83.04 22.84 0.0001
B:tiempo resid 1018.05 1 1018.05 280.05 0.0000
C:iny agua 129.773 1 129.773 35.70 0.0000
D:tam partic 2058.28 1 2058.28 566.19 0.0000
INTERACTIONS

BC 67.4135 1 67.4135 18.54 0.0002
RESIDUAL 90.8824 25 3.63529
TOTAL (CORRECTED) 3344.62 30

Intervalo de Confianza para la Prediccién Media

La media prevista 47.3 lleva asociada un margen de incertidumbre, como toda
estimacion basada en una muestra. Un intervalo de confianza, al nivel de
confianza del 95%, para dicha prediccion viene dado por la expresion:

Prediccion + t2% \/%(1 +gl)

glresid

donde N es el numero total de datos del experimento y g.l. los grados de
libertad de los efectos que se han considerado en la prediccion.

Con los resultados del ejemplo:

47.3+2.056, /%(1 +5) = [45.6 49.0]

Alrededor de esta media, los resultados del proceso fluctuaran con una
varianza estimada de 3.63 (CMesid)

Adicionalmente, la realizacién el ANOVA permite obtener los residuos de cada
observacion, lo que como ya se ha expuesto, es muy util para detectar, por
ejemplo, la presencia de observaciones anémalas.

En el ejemplo estudiado existe concretamente una observacion cuyo residuo es
algo elevado, aunque por no tratarse de un valor muy exagerado lo mas



probable es que el efecto de la anomalia en las conclusiones haya sido
pequeino, especialmente por basarse éstas en un total de 32 observaciones

NOTA : la presencia de una observacion andémala también puede detectarse en
el Grafico de Daniel por el hecho de que la recta definida por los efectos no
significativos tiende a separarse en dos rectas paralelas, que se separan
precisamente en el punto correspondiente a (0 50%)

Autoevaluacion: justificar intuitivamente la afirmacién anterior (Ver respuesta en el Anejo
al final del Tema)

11.3.5 Ejemplo de sintesis

Autoevaluaciéon: Se realizd un experimento para mejorar la fuerza de adhesion
(RESIST) obtenida en el proceso de adhesivado de planchas de poliuretano utilizadas
en el revestimiento interior de diversos equipos. EI objetivo persequido era garantizar
una resistencia minima de 4 newtons. El esquema del proceso de adhesivado se
refleja en la siguiente figura

Pegamento

ESQUEMA DEL PROCESO
DE ADHESIVADO

; ,: presecado
I\) dosificado

Plancha

El equipo que estudiaba el problema, tras una sesién de "brainstorming" decidié
realizar un experimento, estudiando los siguientes 4 factores, todos ellos a dos niveles
uno bajo (-) y otro alto (+):

GRAMAJE: cantidad de adhesivo

TPRESEC: temperatura de presecado del pegamento
TTUNEL: temperatura en el tunel de curado
PRESION:  presion entre los rodillos de la maquina

Se utilizé un disefio 2* sin replicaciones. Los resultados de las 16 pruebas realizadas
en el experimento (en el orden estandar obtenido alternando los signos de 1 en 1 en
la primera columna, de 2 en 2 en la segunda, de 4 en 4 en la tercera y de 8 en 8 en la
cuarta) fueron los siguientes (expresadas las resistencias obtenidas en Nwt.):

3.80 4.34 3.54 4.59 3.95 4.83 4.86 5.28 3.29 2.82 4.59 4.68 2.73 4.31 5.16 6.06

a) Realizar el Anova de los resultados incluyendo todos los efectos simples e
interacciones dobles. Repetir el andlisis incluyendo en la SCrsq las interacciones
claramente no significativas



b) Interpretar los resultados obtenidos indicando qué efectos son significativos. In-
tentar hallar una interpretacion técnica a la interacciéon que ha resultado significativa.
Obtener cuales serian sus niveles operativos optimos para maximizar la resistencia
media obtenida.

c) )Qué resistencia media cabe esperar operando en las condiciones Optimas
halladas en el experimento?

d) Estudiar si existe algun efecto significativo de los factores sobre la varianza de la
resistencia obtenida. Interpretar técnicamente la conclusion hallada. ) Cual es la
varianza previsible trabajando en las condiciones éptimas propuestas?

e) ) Cual es la probabilidad, operando en estas condiciones, de obtener una plancha
con una resistencia inferior a 4 newtons?

d) Si se considera suficiente que la probabilidad anterior no supere el 1%, )qué
condiciones operativas propondrias para el proceso, con el fin de que, cumpliendo el
requisito técnico exigido, resultara mas econémico?

(Ver respuesta en el Anejo al final del Tema)

11.4 TRABAJOS DE LABORATORIO

El objeto de la sesion de laboratorio es practicar las ideas basicas de los
Planes 2" sobre ejemplos sencillos. Parte de los calculos se realizaran a mano
para afianzar mejor dichas ideas, confirmandose posteriormente con el
Statgraphics.

11.4.1 Ejercicio

En una experiencia en planta piloto sobre un nuevo proceso para fabricar en
continuo caucho sintético, se estudid el efecto sobre el porcentaje de
conversién del monémero utilizado (butadieno) de los tres factores siguientes:
temperatura del reactor, tiempo de residencia y % de sélidos en la papilla del
reactor. Cada factor se estudié a dos niveles, uno bajo (-) y otro alto (+),
utilizandose un disefio 2° y obteniéndose los resultados que se recogen en la
tabla siguiente:

% Sdlidos Tpo. Re-s

+ -
- +

a) Calcular manualmente los efectos simples de los 3 factores y las 3
interacciones dobles.



b) Calcular la Suma de Cuadrados de cada efecto, la SC Total y la SC
Residual y establecer el Cuadro Resumen del ANOVA. ) Cuales son los unicos
efectos cuyo Cuadrado Medio es sensiblemente superior al residual? ) Resulta
importante en la practica la conclusion obtenida respecto al factor cuyo efecto
no es significativo?

c) Realizar el Anova mediante Statgraphics incluyendo los 3 efectos simples y
las 3 interacciones dobles. Relanzar el analisis dejando sdlo los 3 efectos (dos
simples y una interaccién) que aparecen como posibles significativos.

d) Considerando que los 3 efectos retenidos son significativos (trabajar para
ello con un riesgo de 12 especia a=0.20) interpretar dichos efectos mediante los
graficos correspondientes

e) Dado que se desea maximizar el % de conversion de butadieno ) Cuales
serian las condiciones operativas 6ptimas del proceso? ) Qué % de conversién
cabe esperar en promedio operando en las condiciones propuestas?

f) En este caso, el residuo de cada observacion es la diferencia entre la misma
y la media de la combinaciéon correspondiente de %sodlidosxtemperatura.
Obtener una representacion de los residuos. ) Se observa alguna anomalia? )
Qué observacion parece responsable de la misma?

h) Al haberse constatado una anomalia en la prueba numero 3 del expe-
rimento, se repitid dicha prueba obteniéndose un porcentaje de conversion de
butadieno de 94.5%. Tras sustituir por dicho resultado el valor correspondiente
a la tercera prueba, reanalizar mediante Statgraphics los resultados del
experimento.

11.4.2 Evaluacion

Se ha realizado un disefio 2° para estudiar el efecto de 3 factores A, By C en el
rendimiento de un proceso. Los resultados de las 8 pruebas (recogidos en el
orden estandar del disefio) han sido los siguientes: 12  12.1 306 255
29.1 30.8 26.1 25.8

a) Analizar mediante un Grafico de

Daniel (utilizar un papel 09 F ‘ : : -
probabilistico como el adjunto) los % |
resultados del experimento e indicar %5 A
qué efectos son significativos 80 :

50| |
b) Obtener las  condiciones 20+ 1
operativas O6ptimas y calcular el o i
rendimiento medio previsible 01 I 1

trabajando en dichas condiciones



11.A AUTOEVALUACIONES RESUELTAS Y EJERCICIOS

11.A Respuesta a algunas Autoevaluaciones

Autoevaluacién: comprobar que, definida la interaccién triple AxBxC como la mitad de la
diferencia entre la interaccion BxC cuando A esta a nivel + y la interaccién BxC cuando A esta
a nivel -, dicha interaccién se estima por la diferencia entre la media de las pruebas en las que
AxBxC resulta con signo + y la media de las pruebas en las que AxBxC resulta con signo -.

Prueba A B C El (?fecto de la interaccion BxC cuando A esta a nivel +
- sera:
1 - - .
2 n - J EFexcis = %(EfB,C+A+ - Efscas) = %[((8)—(6))—((4)—(2))]
3 - + - -
(8)-(6)-(4)+(2)
A s -~ 2

El efecto de la interaccién BxC cuando A esta a nivel -
sera:

EFarcn = 2 (Efaces - Efucn) = [ ((7)-(5))~((3)-(1)] =

(N-6)-B)+()
2

La interaccion triple AxBxC sera

1
Efaexe = E(Efsxcm - EfoC/A-) =
(6)+(4)+(7)+(1)

4
con signo + y la media de las pruebas en las que AxBxC resulta con signo -

[(8)-(6)-(4)+(2)]-[(1)-(5)-3)+ (] _ (8) +(2) +(5) +(3)
4 4

que es la diferencia entre la media de las pruebas en las que AxBXxC resulta

Autoevaluacion: comprobar que si A y B estan a dos niveles, la media prevista para la
combinacion A*B* puede obtenerse adicionando a la media general la mitad de los efectos
estimados de A, B y de la interaccién AxB.

(Vamos a trabajar con los valores promedios poblacionales. El razonamiento es idéntico
trabajando con sus estimaciones muestrales)

La siguiente tabla recoge los valores medios correspondientes a las diferentes casillas en un
plan 22, de acuerdo con la terminologia expuesta en el apartado 10.7

B- B+
A- m..+a+B1+H(of )1 m..+a+fo+H(0f )12 m.. + o
A+ m..+(12+B1+((XB)21 m..+(12+B2+((XB)22 m.. + o
m.. + By m.. + 32 m..

Como Zai:02 02 = -0 = o
Como Zj:ﬁizoﬂ B2=-p1=8

Y como Zj:(“ﬁ)ij =0 paral=12y 2.(ap); =0 paraj=12=



(aB)11 = -(aBhz = -(af )21 = (af)22 = (o)

La tabla anterior puede, por tanto expresarse también como:

B- B+
A- m..-o-B+(af) m..-o+B-(af) m..-a
A+ m..+o-B-(af) m..+a+p+(ap) m.. + o
m..-p m.. + m..

De acuerdo con la definicién de los efectos dada en la planes 2X, como diferencia entre la
media de las pruebas en las que el signo del efecto es + y la media de las pruebas en las que
el signo del efecto es -, se tiene:

Efecto A= (m.. + a)- (m.. - a) = 2a
EfectoB=(m.. + B)- (m..- B) =2p

Inter. AxB = %(( m..+o+B+(af))+( m..-a-B+(afp))) - %(( m..-a+B-(af))+( m..+a-B-(ap))) = 2(ap)

1
Por lo tanto, la media esperada en la casilla A+B+ = m..+a+p+(af}) es m.. + 2 (A +B + AxB)

Autoevaluacion: justificar intuitivamente que la la presencia de una observacion andémala
también puede detectarse en el Grafico de Daniel por el hecho de que la recta definida por los
efectos no significativos tiende a separarse en dos rectas paralelas, que se separan
precisamente en el punto correspondiente a (0 50%)

Supongamos que un plan 24, una observacion ha resultado, debido a una anomalia, Z unidades
mas alta de lo que debiera.

Al calcular los diferentes efectos, como diferencia entre dos medias de 8 observaciones, dicha
observacion sesgara en +Z/8 aquellos efectos en los que aparezca con signo +, y en -Z/8 a
aquellos otros efectos en los que aparece con signo -

En los efectos significativos, cuyo valor absoluto es importante, este sesgo tendra un efecto
pequefio. Sin embargo, en los efectos no significativos, que son cercanos a cero, este sesgo
tendera a hacer mas positivos aquellos efectos en los que aparece con signo + y mas
negativos a aquéllos en los que aparece con signo -.

La consecuencia sera que la recta asociada a estos efectos no significativos, que pasaba
aproximadamente por el punto (0 50%), tendera a separarse en dos rectas paralelas, una
situada a la derecha y arriba de dicho punto (con los efectos no significativos en los que la
observacion anémala tiene signo +) y otra situada a la izquierda y abajo del mismo (con los
efectos no significativos en los que la observacion anémala tiene signo -)

Analizar los resultados del ejemplo de sintesis planteado en el apartado 11.3.6 (consultar en
dicho apartado el enunciado detallado de la autoevaluacion)

El cuadro resumen del Anova inicial de los resultados del disefio experimental, incluyendo sélo
hasta las interacciones de orden 2 es el siguiente:

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value

MAIN EFFECTS

A:GRAMAJE 1.55626 1 1.55626 8.28 0.0347
B:TPRESEC 4.71976 1 4.71976 25.12 0.0041
C:TTUNEL 1.91131 1 1.91131 10.17 0.0243
D:PRESION 0.150156 1 0.150156 0.80 0.4123



INTERACTIONS

0.00030625

0.41
0.039
0.35
2.2

2806
0062
7006
4251

0.00330625

0.18

7886

0.00
2.20
0.21
1.90
1.94
0.02

O O OO oo

.9694
.1984
.6678
.2265
.0181
.8996

AB 0.00030625
AC 0.412806
AD 0.0390062
BC 0.357006
BD 2.24251
CD 0.00330625
RESIDUAL 0.939431
TOTAL (CORRECTED) 12.3318

15

Dado que en este Anova hay sdélo 5 g.l residuales, conviene para aumentar la potencia del
experimento acumular en el residuo los términos correspondientes a las interacciones
claramente no significativas (las que tienen F del orden de 2 o menor), lo que da el nuevo

cuadro de Anova siguiente:

MAIN EFFECTS

[ S

1.5
4.7
1.9
0.15

2.2

0.17

5626
1976
1131
0156

4251

5186

F-Ratio P-Value
8.88 0.0138
26.94 0.0004
10.91 0.0080
0.86 0.3763
12.80 0.0050

A:GRAMAJE 1.55626
B:TPRESEC 4.71976
C:TTUNEL 1.91131
D:PRESION 0.150156
INTERACTIONS

BD 2.24251
RESIDUAL 1.75186
TOTAL (CORRECTED) 12.3318

Se constata que resultan significativos los efectos simples de GRAMAJE,
TTUNEL, asi como la interacciéon doble TPRESECXPRESION

TPRESEC vy

(Nota: puede parecer extrafio que el efecto simple de PRESION no resulte significativo, pero si
que lo sea su interaccion con TPRESEC. El analisis posterior aclarara esta cuestion.)

La tabla de valores medios es la siguiente:

Level Count Mean
GRAND MEAN 16 4.30187
GRAMAJE

-1 8 3.99

1 8 4.61375
TPRESEC

-1 8 3.75875
1 8 4.845
TTUNEL

-1 8 3.95625
1 8 4.6475
PRESION

-1 8 4.39875
1 8 4.205
TPRESEC by PRESION

-1 -1 4 4.23

-1 1 4 3.2875
1 -1 4 4.5675
1 1 4 5.1225

.147981
.147981

.147981
.147981

.147981
.147981

.147981
.147981

.209276
.209276
.209276
.209276

Examinando los valores medios se aprecia que los efectos simples significativos de GRAMAJE,
TPRESEC y TTUNEL, consisten en que la resistencia media del adhesivado se incrementa al
aumentar el nivel de estos factores. Para interpretar la interaccion TPRESECXPRESION se

construye el grafico correspondiente



Interaction Plot
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Se constata que el efecto sobre la resistencia obtenida de aumentar la presion en los rodillos,
es negativo si TPRESEC es -, pero es positivo si TPRESEC es +. Este hecho justifica que el
efecto promedio de aumentar la presion sea practicamente nulo, lo que hace que el efecto
simple correspondiente haya resultado no significativo.

(La justificacion técnica de fenomeno detectado radica en que si TPRESEC es baja, el
pegamento queda muy fluido, y al apretar mucho en los rodillos sobre la plancha de
poliueratano, que es una gomaespuma porosa, se filtra parcialmente en las celdillas, no
manteniéndose en la superficie de la plancha para ejercer su funcion adhesivadora. Por el
contrario, cuando TPRESEC es alta, el pegamento queda mucho mas viscoso y es preferible
una presion alta en los rodillos para extenderlo bien sobre la plancha)

De acuerdo con la anterior tabla de valores medios, la estimacion de los diferentes efectos
(como diferencia entre la media de las pruebas en que tienen signo + y la de aquéllas en las
que tienen signo -) es:

GR: 461-399= 0.62

TP: 485-3.76= 1.09

TT: 465-3.96= 0.69

PR: 421-440= -0.19

TPXPR: (5.12+4.23)/2 - (3.29+4.57)/2 = 0.75

La condicion operativa Optima, la que maximiza la resistencia media esperada, es
GR+TP+TT+PR+, pues aunque en la misma el efecto de PRESION tiene signo contrario al
6ptimo, ello estd mas que compensado por conseguir el signo adecuado para la interaccion
TPxPR

La resistencia media prevista, trabajando en dicha condicién operativa 6ptima es:
media prevista = 4.30 +% (0.62+1.09+0.69-0.19+0.75) = 5.78 newtons

Para estudiar la posibilidad de que existan efectos sobre la varianza, se realiza ahora un Anova
tomando como respuesta los cuadrados de los residuos del analisis anterior. El cuadro
resumen inicial obtenido es:

MAIN EFFECTS

A:GRAMAJE 0.0194507 1 0.0194507 2.34 0.1863
B:TPRESEC 0.0409607 1 0.0409607 4.94 0.0769
C:TTUNEL 0.0051118 1 0.0051118 0.62 0.4680
D:PRESION 0.0604484 1 0.0604484 7.29 0.0428
INTERACTIONS

AB 0.0241968 1 0.0241968 2.92 0.1484
AC 0.0000818459 1 0.0000818459 0.01 0.9247
AD 0.000505266 1 0.000505266 0.06 0.8149
BC 0.000246196 1 0.000246196 0.03 0.8700
BD 0.0485431 1 0.0485431 5.85 0.0602



CD 0.00261281 1 0.00261281 0.31 0.5989

RESIDUAL 0.0414804 5 0.00829608

TOTAL (CORRECTED) 0.243638 15

Para incrementar los grados de libertad residuales, se repite el Anova, incluyendo en el residuo
las interacciones no significativas. El nuevo cuadro resumen del analisis de la varianza es el
siguiente:

MAIN EFFECTS

A:GRAMAJE 0.0194507 1 0.0194507 2.81 0.1244
B:TPRESEC 0.0409607 1 0.0409607 5.93 0.0352
C:TTUNEL 0.0051118 1 0.0051118 0.74 0.4100
D:PRESION 0.0604484 1 0.0604484 8.75 0.0144
INTERACTIONS

BD 0.0485431 1 0.0485431 7.02 0.0243
RESIDUAL 0.0691233 10 0.00691233
TOTAL (CORRECTED) 0.243638 15

Por lo tanto, TPRESEC, PRESION y TPRESECxXPRESION tienen efectos significativos sobre la
varianza de la resistencia obtenida en el proceso de adhesivado.

En el grafico de la interaccion se constata que existe una condicién operativa, la

correspondiente a TPRESEC- y PRESION+, que conduce a una varianza muy superior a la que
se obtiene en la restantes condiciones

Interaction Plot

03
0.25 -
02
015
0.1

TPRESEC

RESIDUALS”2

0.05

- 1
PRESION

(Este resultado también es légico técnicamente, porque el fendmeno comentado anteriormente
de dispersion del pegamento y filtrado en las celdillas, que se produce con TPRESEC- y
PRESION+, es muy errdtico, variando su intensidad mucho de unos casos a otros)

A partir de la tabla de los valores medios de los Residuos?, correspondientes a las distintas
combinaciones de estos dos factores:

TPRESEC by PRESION

-1 -1 4 0.0435414 0.044179 -0.0527166 0.139799
-1 1 4 0.276635 0.044179 0.180377 0.372893
1 -1 4 0.0525102 0.044179 -0.0437479 0.148768
1 1 4 0.0652789 0.044179 -0.0309791 0.161537



se obtiene que la media correspondiente a la combinacién TP+PR+ es 0.065, por lo que la
estimacion de la desviacion tipica del proceso trabajando en estas condiciones es:

[o]
s= |0.065_n"datos _ \/0.065E ~0.32
gl.cAnova 10

Para garantizar que la resistencia sea superior a 4 (que es el objetivo planteado en el estudio)
es suficiente que la media del proceso supere a 4 en mas de 3 desviaciones tipicas (lo que
corresponderia a un indice de capacidad cy > 1 en la terminologia del control de procesos)

En la condicion operativa dptima, desde un punto de vista técnico, se tiene por tanto:
Mprevista = 5.78 Sprevista = 0.32

que satisfacen ampliamente la condicién exigida, puesto que 5.78 - 4 = 1.78 es muy superior a
3x0.32 = 0.96

La condicion anterior tiene, sin embargo, el inconveniente de ser cara al exigir temperaturas
mas altas y, sobre todo, un GRAMAJE mas elevado (el pegamento es caro).

Una solucién alternativa a proponer podria ser: GR-TP+TT+PR-, que seria mas barata por usar
GRAMAJE a nivel bajo. La media y desviacion tipica prevista en esta nueva condicién operativa
serian:

media prevista = 4.30 + %(—0.62+1 .09+0.69-0.19+0.75) = 5.16 newtons

s = 0.32 (por seguir siendo TP+ y PR+)

que también satisface sobradamente el requisito de calidad exigido (pues 5.16 - 4 es > 3x0.32)
y resulta mas econdémica

11.A.2 Ejercicios resueltos

Se ha realizado un disefio 2° para estudiar el efecto de 3 factores A, B y C en el rendimiento de
un proceso. Los resultados de las 8 pruebas (recogidos en el orden estandar del disefio) han
sido los siguientes: 35.2 34.8 36.4 35.2 18.6 36.2 22.6 37.0

a) Analizar mediante un Grafico de Daniel los resultados del experimento e indicar qué efectos
son significativos

b) Obtener las condiciones operativas optimas y calcular el rendimiento medio previsible
trabajando en dichas condiciones

¢) Estimar la varianza del proceso

a) En la tabla siguiente se recogen los signos de los diferentes efecto en cada una de las 8
pruebas, asi como la estimacién de dichos efectos como diferencia de la media de las 4
pruebas en las que el efecto tiene signo + y la media de las 4 pruebas en las que tiene signo -



Prueba A B
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=

Representando los efectos en papel probabilistico se obtiene el siguiente grafico de Daniel, que
muestra claramente que los efectos significativos son A (+7.6), C(-6.8) y AxC(+8.4).
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b) La condicidn operativa 6ptima sera, por tanto, A+C+ (se pone C a nivel +, pese a que su
efecto es negativo, para tener asi la interaccién AC (que es mas importante) a nivel +)

El rendimiento medio previsto en la condicion operativa 6ptima es:

media prevista = 32 + %(7.6 -6.8+8.4)=36.6

c) Para estimar la varianza del proceso hay que calcular el CMesia del Anova.

2
La SCuw seré = (35.2% +...+ 37.07) - L0202 F = *+37.07 _ 35824
La SCsiq, considerando sdlo los efectos significativos, sera: 358.24 - %(7.62+6.82+8.42) =9.12
9.12 . - .
El CMiesiq resultante es: CMesia = 7.3 =2.28, que es la estimacion de la varianza del proceso

11.A.3 Ejercicios adicionales

En el gjercicio anterior, obtener la condicién operativa éptima y la media previsible, suponiendo
que el objetivo perseguido es minimizar la respuesta (en vez de maximizarla)

En un plan factorial 2* no replicado para estudiar el efecto de los factores A, B, C y D y sus
posibles interacciones sobre el rendimiento de un proceso, se han obtenido las siguientes
estimaciones para los correspondientes efectos:

A=-95 B=89 C=22 D=-58 AB=2"1AC=16 AD=09 BC=71BD=62CD =08
ABC =-12 ABD =04 ACD =-0'5 BCD=-1'8 ABCD =02

a) Determinar, mediante un Plot de Daniel, los efectos significativos

b) Determinar las condiciones operativas éptimas del proceso.



c) Sabiendo que el valor medio de las 16 pruebas realizadas es de 55, obtener la predicciéon del
rendimiento medio del proceso en esas condiciones operativas optimas.

Para estudiar el efecto de 5 factores en el rendimiento de un proceso industrial se ha realizado
un experimento 2°.

a) )Cuantos puntos apareceran en el grafico de Daniel construido para estudiar los efectos que
resulten significativos?

b) Realizado el grafico de Daniel, s6lo han resultado significativos los efectos que se indican a
continuacion: B=-6 C=+4 E=+8 BE=+6 CE=-7

Sabiendo que la media de las 32 pruebas ha sido 38.2, obtener las condiciones operativas
optimas del proceso y calcular la media previsible trabajando en dichas condiciones

c) Sabiendo que la suma de los cuadrados de los 32 datos vale 48.850 estimar la desviacion
tipica residual del proceso estudiado
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